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INTRODUCCldN 


^ - ::.. t~tt tt- . • — -r—r*: 

Esta sene esta dirigida a estudiantes de los cursos introductory de fisica uni vent tana No 
prctende susriruir al Itbrb de texto; su limco propontn es complementary, ayudanda al 
estudiante a afianzar y profundizar sob re lo aprendidn en el aula, apltcando los pnncipios y 
le\es fisicas en siruaciones interesantes y estimulantes. Creemos que. con un mtenso trahajn 
prdctico basado en el planteamiento de p re juntas y la resolucion de problemas. podemos 
lograr que el alumnn desarrolle habihdades y estrategias metodoldgicas que le permita veneer 
las dificultades que son inherentes al aprendtzaje de esta asignatura. tarea que dificilmente 
puede lograr el dotente en el limitado tiempo de close que dispone. En esta Tercera edicion de 
la Unidad I dedicada a la Cinematic a de la particula. se ban actual izado y ampltado todo los 
ternas, mcorporando nuevos problemas y preguntas. Se presenta el material en seis capitulos, 
cada uno de los cuales se organics en ires secciones: 

a) Pnncipios hundamentales: La teona es expuesta en forma logica, t iara y cuncisa. tratando 
de destacar los conceptos basicos y las l eyes gene rales, para permitir urui rdptda revision. 

b) Problemas Resueltos: Es una seleccidn de problemas que cubren una amplia gama de 
aphcaciones, tanto en ciencias e ingenieria como en siruaciones proximas a la vida diana, con 
el objeto de ilustrary concretar cada uno de los aspectos ledneos. Se incluyen las soluciones en 
detalle. resaltando el aspecto metodoldgico v diddctico. 

cl Verifica tu comprension: Son preguntas expresadas en forma de eleccion multiple, a fin de 
que compruebes tu comprension conceptual de los ternas abordados y al mismo tiempo que 
desarrolles tu inruicion v sentido fisico. La mayoria son de naturaleza conceptual o plantean 
ejercicios cualitattvos, cuxa solucion se alcanza mediante el razonamiento reflexivo. sin tetter 
que recurrir a las formulas. Algunas preguntas presentan siruaciones aparentemente 
paradojicas que podrian ir en contra del sentido comiin. 'piensalas antes de mirar la 
respuesta! 

La resolucion de problemas de fisica es un proceso intelectual parecido a una pequena 
investigat ion cientifica en que. no siempre es evulente de antemano cudl debe ser la secuenaa 
de pasos a seguirpara obtener un resullado correcto. La destreza necesana solo la alcanzaras 
irabajaiulo con dedicacidn y ahinco, hasta adquirir un dominio razonable de los conceptos. 
pnncipios v le\es fisicas que te permita incrementar tu nivel de aprovechamiento y asi logres 
culminar exitosamente esta asigtutrura. jSuerte, y adelante! 


Douglas Figueroa, PhD 
figueroa @usb.ve 
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LAS MAGNITUDES FISICAS 


La fCsica cs la cicncia fundamental dcdicada cl cstudio sistemilico dc los fcnrimcnos natur.des 
quc ocurren cn nucstro universo. Las Icycs ffsicas sc cstahlecen sohrc la base dc la 
gencralizacidn dc hechos experimental. rcllejan rcgularidadcs objetivas observadas en la 
naturale/a y pueden predeeir cn forma cuantitaliva los resultados dc futuros expenmentos. La 
Ifsica describe edmo sc comporla la naluraleza y permite explicar una amplia vanedad dc 
fentimenos o proccsos aparentemente dcsvinculados cnirc si. pamendo dc unos pocos pnneipio* 
bisicos. Las aplicaciones a la resolucidn dc problemas dc indole prictica ha dado origcn a las 
distinias ramas dc la ingcmcrfa y sus frutos han cambiado por completo cl modo dc vivir dc la 
cspccic Humana. Cualquicra quc sea la rama dc la ingcmcria o dc la cicncia a la que uno sc 
dcdiquc. sc encontrari a cada paso, aplicaciones dc la mclodologia y formas dc pensar quc sc ha 
adquindo cn cl estudio dc la fisica. Por lo general, para explicar un tipo detcrminado dc 
fentfmeno. las Icycs ffsicas sc expresan cn forma dc cnunciados o ccuacioncs matcmiticas 
concisas quc relacionan diversas magnitudes fisicas talcs como longitud. fuerza. cnergia. etc 
Las matemiticas constituycn cl lenguaje formal y operativo dc la ffsica y cs una hcrramicnla 
podcrosa dc anilisis y dc sfntcsis. Estc capilulo serviri como una cspccic dc introduced y 
repaso a las ideas asociadas con las magnitudes ffsicas. buscando plasmar cn lenguaje simbdlico 
los aspcctos rclcvantcs dc sistemas ffsicos. citando cjcmplos cspccfficos dondc sc aplican 
conocimicntos clcmcnlalcs del anilisis algcbraico y gcom£tnco. 


En oata capftuto Ud. cncontrari aapactoa ralaclonadoa con: 

• Sistemas ffsicos y mode los 

• Magnitudes fisicas 

• El Sistema Intcmacional dc Umdadcs (SI) 

• Anilisis dimensional 

• Esealamiento 

• Precision y cifras sigmficativas 

Cap. 1: Las Magnitudea Flalcaa - © D Figueroa 
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*« , ,„ w <i—» 

nu^^a mcoati* 

. j-jjj dettmunir li uayccioni de mu 

Por ejemplo.si * <* podnamo* tomar la 

cntofno podrta 

pekx. come «l •» ^ mJ> „| evl mes qu c 

“T ^r, ncloia cl ap*o del tabdisu. 
ncncn influence w*rc la pei«* ^ 

d aire. la Tierra. etc 


LEYES FtSICAS 

u, proceco* v fendmeno. H.ico. ocurren con 
dctrrminada rclactfn causal uno* con otros Mediante la 
obscrsacibn ) la eiperimcntacirtn. los cicntmcos 
dcftcuhrcn relaciones que %e cumplcn en una amplia 
banedad de casok y les pcrmiten suponcr quc la 
naiuraJcia sc apega a cicrus rcglas Sc cslablcccn as! las 
Jc>« cn forma dc enunciados o ccuacioncs concisas quc 
jon utili/adas para cstudur cl comportamicnlo dc 
mulnples sistcmas cn diversas condiciones Por cjcmplo. 
la afirmacidn “la cncrgu sicmprc ic conserva”. es 
aceptada como una lc> quc sirse dc base para cl anilm* 
dc cualquicr fenomeno ffsico 



MOOELOS FISICOS 

La fisica sc basa cn modclos o versioncs simplificadas dc 
situacioncs mucho mas complejas Es dear, en la ffsica sc 
aborda el estudio de un si sterna supomendo la eustencia 
dc fendmenos o proccsos simples quc representap srilo 
una porcidn limitada dc la realidad 
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jq, n gun modclo es perfectn. hay quc cstar cnnscicntc dc 
tU $ hmitaciooes y si se observan discrepancy* entre km 
multados del anilisis tedneo y la eipenencta. cl mndelo 
jjrhc scr rtempUzado por c*ro mas apropiado 

Por cjcmplo. cn cl modclo aldmico dc Bohr se 
consideraha como si cl itnmo cviumcw const iiuidn por un 
nik'leo con clcctroncs girjndo cn nrbitas dcfmidas a tu 
alrcdcdor. del mismo mock) cn quc kn plancta* l<> haccn 
t * n iomo al Sol Esie modclo proporciood algunat 
prcdiccioncs corrcctas pero pronto rcsullo demasiado 
sunplifnado y lucgo surgio la mccinica cuintica quc 
considers quc los fenomcnos atomicos son dc naiuralcza 
cstadlstica. 

Al anali/ar un proceso. tendremos necesidad dc rccumr 
sicmprc a concept os o ahstracciones quc reflcjan 
solamcntc algunas propicdades determinadas dc los 
objetos. Asf. con frecucncia supondremos un objeto 
puntuol una fucria aplicada cn un punto. un reverie sin 
masa. un cucrpo rigido un liquido sin siscosidad. ctc~. 


EL MODELO DE PARTICULA 

Estc libro trala sobre la cincmatica dc la particula. es 
dear, sc aborda la dcscnpcion del mosimicnio dc objetos , 
rcalcs (pclotas. autnrmSsilcs. personas!. ignorando su 
tamano y forma y considcrandolos como cucrpo* 
puntualcs o particulas 

Si queremos anali/ar cl mosimicnio dc una pck*a que es 
lan/ada aJ aire. ignoramus < px»r ahora* cl hecho dc quc la 
peliKj puede rotar. dcsprectamos la rcsistencia del aire y 
cl hccho dc quc su peso saria con la disiancia al centro de 
la Tierra. En su lugar inventamos una version 1 
Mmplificada dc la pelota. dcspreciando su tamaik^ y forma 
y la considcramos como un cucrpo puntual 

La palabra particula licnc un sigmficaik^ relativo y no 
implica Umilc dc tamaAo Por cjcmplo. para descnbir el 
mosimicnio (»rbual dc la Tierra alrcdcdor del Sol. result j 
con vemente coasidcrar la Tierra como una particula Pero 
el modclo de particula resulta inapropiado cuando 
queremos cstudiar \o% efectos de la rtfacibn de la Tierra | 
alrcdcdor dc su eje. como sc sera en b Unuiad 3 que trala 1 
sobre cl tema sistcmas de particulas 
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La Tierra conuderada 
como una particula 








MAGNITUDES FiSlCAS 


MAGNnuu**' — 

p n <piciladt' " ‘ 

«« ' ,ucJcn 4C 

SS. -« - *-rVi L* ">.gn,.udcs SO 
c«pres»dos cn Ion"* " ta cn crgi*.1* t« n P cr * ,ut *\j| 

jriT-— un c,,njun0 

opera:**** cspmmcm.kv ^ __ J 

LA S«AO»mMS'‘« A " £ “ ,AlES 

»<«»» w “Si r,-* 

WWAO*"' cn,rc 411J dt , „ r0 comptrto de ellas 
iclcccioiur un conjunio w ^ olra magmtud cn 

quc nos pcnmic csprcsa cAo nimcro dc j 

(uncidn dc d.cho ^fundme^Us. 
magnitude* ic dcnomi „,«<> en funcidn dc 

micntns quc cl ream quc pucdsn 
am. fccthcn cl nombrc dc matmtudc! *nm 

Us magnitude* lundan.cn,ales 

pmnan".'"quc^q f u"rlo cn forma natural, dc la nnancra 
como pemhimos las cosas 

u W»«d os un conccpW d.rcc.amcn.c relacionado con | 
la i jf j dc diftmcia o dc la c*tcnsi6n dc los cuerpos. 

El tiempo cs un conccplo asociado a la idea dc quc los 
eventos flsicos ocurrcn cn succsioncs ordenadas y duran 
un cicrto interval Los inlcrvalos icmporalcs sc miden , 
por uwnparacidn con aJgun proccso ffsico quc sc rcpilc 


Magnitiuies fundamental 

Ijmgitud 

Masa 

Tiempo 

Intensidad dc corriente 
Temperatura 
Intensidad lummosa 
Cantidad dc sustancia 


v Tiempo jd\ ? 

S'y 


Longiiud 


mm 


La nuisu cs un ainhulo dc cada cucrpo quc dclcrmina la Tiempo: t Cudnio dura ' 
micnsidad dc su interaccirin graviiacional con olros i-ongilud :espacio ocupa 1 
cuerpos y ademis. su rcspucsia cuando sc Ic somclc a Masa. c Cudnta materia umtiene > 
fuerzas c Menus. 


EL SISTEMA INTERNACIONAL OE UNIOADES 

El proccso dc mediuon define una magmtud ff>ica y j 
arruja como result ado cl valor dc la misma. La medicirtn 
consistc cn comparar cl valor dc una magmtud ffsica con 1 
o(ra cantidad dc la misma magnitud a la que sc denomma 
umdad 


la comunidad cicntifica y muchas oiras personas 
ncccsilan normalizar su siltema dc medidas para quc los 
dalos luministrados por unos puedan scr intcrprcudos por 
olros. La seleccidn dc las umdadcs patrrtn o csilndar 
dclcrmina cl sislcma dc umdadcs El sisiema dc umdadcs 
dc accplacirin comdn cs cl Sisiema Intcmacional (SI) En 
mecAmca las umdadcs SI fundamcnialcs son 

El metro mu Es la disiancia quc recorre la luz cn cl vado 
durante un intcrvalo dc tiempo dc 1/200 702 4^K dc un 

segundo. 

El segundo (s): Sc define como 0 192 631 770 vcccs la ! 
duration dc una oscilacidn asociada a una transicidn ■ 
albmica entre dos nivelcs del itomo dc ccsio -133 

i 

El kilogramo (kg): cs la masa dc un prolotipo cilfndnco y j 
maci/o fahneado con una alcacidn dc platino e indio (quc 1 
sc conscrva cn la Oficina Intcmacional dc Pesas y i 
Medidas cn Paris). 


UNIOADES DERIVADAS 

Las magnitudes derivadas quedan dcfimdas mediantc I 
operacioncs fisicas entre magnitudes indcpcndicntcs Por ! 
cjcmplo. la velocidad es la magmtud fisica quc sc oblicnc 


Umdadcs SI fundamcnialcs 
cn mccAnica 


El segundo 


El kdngramo 


Magnitudes denvadas 


Vcloctdad. Aceleracidn . Fuerza. 


al dividir una disiancia recomda por cl tiempo cmplcado I Energia. Densulad, Presidn. 
Otras magnitudes derivadas son: la acelcraci6n. la fuerza, j 
la presidn. la energia. 


DIMENSIONES 

La combinacidn dc magnitudes fundamcnialcs quc sc usa 
para coraclenzar una dada magnitud fisica cs lo quc sc 
llama la dimension dc dicha magmtud La dimension 
cspccifica su naturalcza fisica y no depende del sislcma 
dc umdadcs cmplcado 


Para denotar las dimensions dc una magnitud ffsica. Area 
usualmentc sc usan corchclcs. Los slmbolos L. M y T Velocidad 
representan las dimcnsiones dc longiiud. masa y tiempo. Acelcracid 
Las magnitudes ffsicas derivadas pueden cs pres arse en la Fuerza 
forma dc potcncias dc las fundamentals L a Mb 7 1 ' Energia 


; Dimension de X 


Magnitud Umdud SI Dmiension 
Area m 2 (A| = L 2 

Velocidad m/s M = 1ST 

Acelcracidn m/s 2 (a) = L/T 2 

Fuerza N [F] = MIST? 

Energia J l£J = ML 2 /T 2 
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anAusis DIMENSIONAL 


ANALB.S -- 

rn flsM Jcl*" fcU " , T„a 

S-nos a «- -■*** f0ndici6 n sc sat.sfacc 

. h .*lhechodcque'«: 

El anili'is dinKn^^^ ctnll d«ks al«ehra.cas 
dimcnsuwcs sc pucdcn 
v consl.tuyc una herramicnu did P“ 

_ -| rrsullado de un pndilcnu 
• Pcicclar errorts cn <1 nr 

. Deducir itliciones emit magndudea 

. Revclar las leyes del escalamiento 


leyes de escalamiento 

Cuando las dimens,ones l.ncalcs dc un objetoson 
Si cn .. misma proven*. * obncnc m*£o 
Hmtjanie al onginal. Las Ureas de f.guras scmejanie^ 
varfan corao cl cuadrado de sus dimens,ones lincalcs y 
su s volumcnes varian como cl cubo de sus dimensioned . 
Iineaics. 

No cs posible cxtrapolar cl aimportamienlo de un sistcma 
de una escala a otra de forma in vial mcdiantc una regia 
de ires, sino que hay que dcierminar la corrcspondiente 
ley de escala. 

El comportamicnio de sistemas ffsicos cn cl cscalamicnio 
dene aplicaciones practicas muy importanies Si sc disena 
un objeio grande sobre la base de un modelo a escala j 
pequeAa. bay que lomar cn cucnta las modificacioncs en 
sus propiedades fisicas. 


Homogeneidad dimension 
Amiltt ii dimenitntiQi 


i = i 


*0 + * 0 * f - at 1 


j L = L + <!fiT 


i i 

Longitml - hmgttud 


L + L* i 



Lexes de escalamiento: 

Supcrficie * L 2 
Volurnen (y masa) - U 


A modo de cjemplo. la masa del cucrpo de los dislinlos 
ammales aumenia con cl volumcn pero la rcsislcncia de 
sus piemas y braws cs proportional al Area transversal. ' 
EJ an ill sis de escaJamicnlo mueslra la imposibilidad de ' 
que pudicran existir hombres giganies con las mismas 
proporemnes que esiablcccrfa una simple ra/rtn de I 
semejanu El peso del hombre, que es proportional a lu 
canudad de came y hucso, esii soportado nor su 
csquelcio, musculos y icnd*mcs. 



,, Hor que las (Hitas de los 
defames son tan gruesas 9 
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Suponga que uumentamos cn die/ vetes las dimensioned 
lincalcs iransformindolc en un giganic Su peso que cs 
proportional a su volumcn se volverfa IQ 1 veccs mayor, 
mieniras que la rcsislcncia dc sus musculos y huesov que 
cs proportional al irca dc la scccirtn transversal tan srilo 
aumcniarta 10* veces FI giganic tcndrla difitulladcs para 
movili/arsc porque sus musculos y hucsos esiarfan 
Himclidos a venos esfucr/os y no potlri sostenerve dc pic. 
pucs su csqucldo sc desmoronaria por la accion dc su 
propio peso 

Si un homhre cs un mill6n de veccs mas masivo que una 
hormiga, cslo no sigmfica que seri un mill6n dc veces 
mas fuertc. sino 110) = I0 4 veces. Esio cx plica por que 

una hormiga cs capa/ dc levamar un peso de 100 veces el 
peso suyo. mientras que un bumano solo puede levmtar 
cn promedio 0.7 veces su peso 



50 kg f " 

O 



Hormiga 

Puede levamar 
100 veers iu peso 


liumano 
Puede levamar 
0,7 veces su peso 


PRECISION Y CIFRAS SIGNIFICAT1VAS 

Las magnitudes fisicas sdlo pueden medirse con 
dcterminada precision y sus valorcs num^ncos Jcbcn scr 
cspccificados con cl mimero correcto de cifras 
uumfk utnas, es dear, srilo ton los diguos que sc 
conocen con ra/onablc certe/a. ya que son los untcos que 
tienen sigmficado fisico 

Cuando se usa una calculadora de bolsillo. un errw 
comun es reiener en la rcspucvia final del ciiculo. todas 
las cifras que aparcccn cn la panialla Suponga que se 
desea calcuiar el volumcn dc una esfera cuyo radio se 
conoce con ires cifras significative: R = 2.18 cm 
Empleando la calculadora. resulia 43.396838 cm' Lo 
coneclo seria rcdondcar eslc rcsultado a 43.4 cm', cs 
dear, se debe amserxar un mimero de cifras no cursor 
que el manor mimero Je cifras ugmficattvas de los 
numeros que tnfervienen en la aperacidn. En esie 
cjemplo, los valorcs de las con slant cs numencas. *> 4/3 
son conocidos exactamcnic 

Para propdsito* pricticos. la mayorfa dc los datos 
numencos que usaremos cn estc texto icndrin cifras 
signilicalivas Sin embargo, cuando dccimos por hrcsedad 
que un nnSvil recorrc 89 m en 3 *. cn rcalidad lo que 
queremos significar es 89.0 m en 3.00 s. lo cual 
corrcspondc a una rapulc/ dc 29.7 m/s. 


imm 

QQQQB 

ooaaa 

OGOOB 

□□□□II 

□□□aH 



\ \ 




v _ trt) - 4 *< ;18cm > 3 
J 3 

= 43.4cm 1 
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i trUngu* •< *** delclrcU 


eadJLL ***" 4 dc , 

Chv.dj un cfrculo dc radio r " , a f um adc la 


DiMda un circus ■ , lrc quc la sun*. “ 

*** tS£2L conoclda del area loul 

areas dc las tajadas da la lonnu 

del drculo. 

SSiSitSK.!*-*—*-* 

untninguloes bh/2 

Como en la circunferencii bay un loial dc 2xr/b pedazos 

dclcmgiiudl..cUrea del cfrculo cs: 


Area 


= (areadc cada minguloumumcrodc iningulos) 



A=( L h rX~-) = xr' 

2 n 


Bita es Li formula conocida para cl Area dc un drculo. 


Area del circulo: A 


= fr : 


PR-1.02. Coincidences en tea egujss del rwloj 

A las 12 del mediodfa las agujas dc un rcloj eslAn una 
vohre la o(ra. Esta situaci6n sc rcpitc varias vcccs e cl dfa. | 

a) En quc instance cstarin alineadas en sentidos opucstos ^ 
pur pnmera vcz. 

b) En quc instantc vuelvcn a esiar una .sobre la otra por 
pnmera vcz. 



Soluddn; a) La aguja horaria describe una 
circunfcrcncia (2 K radiancs) en 12 boras. El Angulo 
hamdo en un iniervalo dc At segundos es: 

a AlW 2nAt 

Ol — 2 K — -— = — - rtui 

H2hn3600s/h\ 43200 

El mmutero sc mueve 12 veccs mas rApido, ya quc ! 
complcta una eircunfercncia en I hora 
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El Angulo barrido en un iniervalo dc (tempo At (en 
segundos i ev 

0 m - 2K -5Sii-= 

UhH3600t/h) mo 

Si comenzamo* a observar cl movimicnio a las 12. en quc | 
las agujas esiAn una sobre la otra. cl tiempo inuwcumdo 
para quc queden alineadas en sentidos opucstos por 
pnmera vcz. vicnc dado por: 



0 m - 0 h = K 


At = -( 


I 


2kAi 2n\i 
3600 43200 ~ * 

) = 1964s = 32.7min 


2 1/3600-1/43200 

I 

Es dear, cuando scan las 12 y 32.7 mmutos 

b) A partir dc las 12. cl tiempo transcumdo para quc las 
agujas sc coloqucn una sobre la otra por pnmera vcz. 
vicnc dado por 

2nAt 2 kAi 


0 m -0 h -2k 


A/ = (- 


I 


3600 43200 
-) = 3928s = 65.5min 


1/3600-1/43200 
Es dear, cuando cl rcloj indique la 1 y 5.5 minutos 



Fig. (b) 


Respuesta 


ai A las 12 y 32.7 minutos 
; bi A la I y 5.5 minutos 


PR-1.03. Aproxlmackbn binomla 


La capacidad dc haccr cstimactoncs cuaniitaiivas es una 
destreza muy imponante en ffsica c ingemcria A vcccs 
solo nos intcrcsa obtener un valor aproximado dc 
dctcrminada cantidad > un llcnica muy did consistc en 
aplicar la exprcsirtn del dcsarrollo dc un binomio 
ai Demostrar quc si Lil « I. y para cualquicr valor dc n | 
vale la apruximacion: (/+ i/* » / + at 


(/♦ xP • / + at 


bi Utilizer esta cxpresion para hallar v a lores aproximados 
dc 


= 


I 

i .or 


i : = >/99 


Compare su valor aproximado con cl valor mAs cxacto 
obtemdo dc la calculadora, para cstimar cl error 
cofTcspondicnle 

_ 1 


Cep. 1: Las magnitudes lisle at • O D Figueroa 
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. 

ii , [H - \ ♦••• 

ntn']_l ,* ♦ —— TZ 


, ^_-1* 

bcbomuc I En r^ KuliI |inmcJ ,a.an.cnl<: anienuty 
tnronoesmuchomc^^ . en)os , gnor ar W*» l " 

:£ e "c^r*«p"-- 

-i . / I mood = 0,99 

bt i,=i.or‘=(i +0 -o |) 2 ' +( " ik0,01 

Al( n<wui-o.w |lo -i.io~ < =0.01* 

Em ’ r 77 = a^oi 

,,=V99=ooo-n l/5 =nx | -]55 ) 


Apraximaadn h lnoima 
| (/a-n; n g /■*• n, j 




'’■ | 0 ,I '^K) 0 ), = 9 ' 95 j a) f/ + n *"-/ + « ~"1 

( I b) l/M)l = 0.99 Emit o.Olt i 

A,^ = ul0 -5.0.001 * | i V99 = 9.95- Error O.QQi<t : 

:jtor - l} ~ 9.94W j 


PR-1.04. El kaa da una aalara a partir da au voluman 

Encucntre una exprcsirtn para cl volumen dc una capa 
csfenca limitada por dos esferas conc£nlncas dc radios R 
y\R + AR)y uiilicc csia cxprcsi6n para obicncr la formula 
del area dc la csfera cn cl llmitc AR -»0. 


Solucidn: Sabcmos que cl volumen dc una esfera dc ! 
radio R es 

V = inK' 

* i 

El volumen cnccrrado por las dos capax esfeneax cs la 


difercncia cnirc sus volumcncs 


AV^StA *,'-^*# 1 = M I 1 -II ' 

5 J 3 R 

Si A K/R « pcqueAo »c puede usar la apruximaertn 
binomia, (1+ 1 / 1 * y + «: 

f*** 


|»or lo lanto 


AV ~ — ItR 1 1( I + J—l~ II = 4nH : \K 
.1 K 

por oira pane, cl volumen dc un cascarrtn cifcrtco i 
delgado sc puede expresar cn la forma del pmducto dc un 
Area A por un espesor AR 

AV = A.\R (2) 

Comparando las exprcxioncx ( I ) y (2). sc deduce que 

A = 4 kR : 

Rsia cs la expresion conocida para cl area dc una csfera 


flfffpuffta. 

| AV = 4xR*~AR 1 
A * 4nR 2 | 


PR-1.05. iQud ingulo habri antra laa agujaa dal raloj? 

Determine el Angulo que forman cl horano y el minutcro | 
de un reloj cn la siguicnics Koras: 

a) A la una y vcintc. 

b) A las cuatm y cuarenta y cinco. 




Solucidn: Para dciemunar cl Angulo entre las agujas. 
hallamos por separado cl Angulo que forma cada aguja 
con un Ifnea dc referenda que vamos a tomar en la 
posicion vertical dc las 12. Sc ohserva que la aguja 
horaria harre 360” cn 12 boras. por lo tanlo esia aguja 
avan/a 360°/12 = 30° cn cada bora, micnlras que la aguja I 
del mmuiero avanza 36CF/60 = 6* en cada minuto. Por ocra , 
parte, micnlras cl minulcro cubrc los 360” en I bora, la 1 
horaria avan/a 3(F para pasar a la hi»ra siguicntc Dc esto ’ 
sc deduce que en cada minuto. la borana avan/a 0.5” 

a) A la I hora y 20 minutos 

0 h = I x 30 ♦ 20 x 0.5 - 40” 

0 m = 20x6”= 120” 

A0 - 0 m - Of, m 120” • 40° r 80” 


b) A las 4 boras y 45 minutos 

0 H =4x30*45x0,5 - 142.5* 



4:45 

Raapuaata: 


M5 x 6” - 270” 

A0 = 0 ttt -0 h - 270” -142.5” 


127.5° 


a) 1:20 Ad = 80° 

b) 4:45 A0 = 127.5” 
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j.uoM.*"'""”'””’*' 

i KO m dc alto pudicsc caminar por ci ; 

toaMm »>««*- 

a) t CuAl seria la difercncia cnlre las longitu ^ 
tnyeclonts rccomdas por su cat*« y I™ sus PJ*‘ Je 

b) t La difercncia seria otra si caminara por u 
mcnor radio'’ 


Sniurtdn: U longi.ud L r dc la c.rcunfcrcnca desen.a 
por los pics dc la persona al cammar por cl ccuador | 
icncslre es 

L f = 2nR 

Sicndo R cl radio dc la T.crra. La longitud dc la j 
circunferencia descrila por la cabeza de la persona es: 

. L c = 2x(R + h) 

) 

La difercncia entre las dos longitudes es: 

AL=L f -L r = 2 x(R + h)-2nR = 2Jch 

AL = 2/r(l.80m) = 11.3m 

b) El resultado no dependc del radio de la esfera, y por lo 
tank*, es igual lanto para la esfera lerresire como para la 
esfera lunar, o para cualquier esfera pequefla. 



AL = 11,3m 

El resultado no dependc 
del radio de la esfera. 


PR-1.07. iQu4 tan (•jot quedt el horizontw? 

Desde una tone de altura h = 50 m sc observa un barco 
que se aleja en el mar 



t ,A qu6 distancia de la tone cstarA 
el barco cuando dcsaparece en el 
horizon le? 



$QlU£L4n; Considcrando la esfera terrestre. si la punta dc 
la tone cstA en la posicirin B y cl barco dcsaparece cuando 
hu recomdo cl arco AC sobre la superficie del agua. 
podemos completar un triAngulo cquilAtcro con v^rticc en 
el centro P dc la Tierra Aplicando el tcorema dc 
PitAgoras: 

pc 3 ,5c : = pit 2 


Si PC = R . cl radio dc la Ticna. tenemos 

^ / _me 

R 2 + BC 1 = (R ♦ h ) 2 = R 2 +h 2 + 2Rh 

r * ] 

Simplificando y tomando en cucnta que h « R, tenemos 


BC 2 =h 2 + 2Rh~2Rh 

Respuesta 

BC * ^[2Rh = ^2(6.37xl0 6 m)(50m) = 25,2km 

| BC = 25.2km 

PR-1»Q9t & radio terrestre fue med/do en el slgto III AC. 

J \ 

En el afto 250 AC. Eraldstcnes probd la imposibilidad de 
que la Ticna fucse plana e ided una manera dc conocer su 
circunferencia. Observaba que. en el di'a del solsucio dc 
verano (21 dc jumo). en Siena, ciudad cerca de la pnmera 
catarata del Nilo. los objelos no proyeclaban sombra y la 
luz del Sol se reflejaba de manera dirccta en el fondo de 
un pozo. Al mismo tiempo, en Alejandria a 800 km al 
none, un poste proyeclaba una sombra de 7.2°. Con estos 
datos. calculd cl radio de la Ticna. 

Eratdstcnes 
(276 AC- 197 AC) 

SQlUCtin; El Sol estA tan distante de la Tierra que sus 
rayos son paralelos cuando llcgan a nucstro plancta. En 
Siena, los rayos solares inciden perpendicularmente y por 
lo tanto. a lo largo de la linca radial dc la Tierra. En 
Alejandria, midiendo la altura del poste y la longitud de la 
sombra que pmyecla se determina cl Angulo entre el piano 
dc la eclfptica y los rayos solares que es de 7,2*. Este 
Angulo es precisamcntc la difercncia de latitud, 9 . entre 
ambas ciudades. En radiancs es: 

e = 7.2*(^^) = 0,13rad 

/ 

/ _ 

' Luz solar 

PofW)^A lejandriu ^ 

/ *(Siena 

/ ^Pozo\ 

360* 

La longitud dc arco subtendido por cl Angulo 9 es: L = 
R9. Por lo tanto, el radio dc la Tierra es: 
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I fLOiloV .^ 


tf = 


g 0.13rod 


Oiif C' ha«iantc pnSumo al valor n*- c P ,n,l ° r ’ r 

^d.„dcUTicm(6.37xin'km>. 


Rcsputftj. 


1-1,09, Radio dr It Tlrrrt » P» rt " df " p '"'" J ° 

Jo ohscrva quc jwiamcnw cl Sol clr«|M»« 


do entre I** 
*V ■ 10 ^ 

i T«CIT4 



$olucion; Cuando la alumna csti dc pic a una aliura h 
sobrc cl punto A. la distancja dc^dc sus ojos hasia cl 
punto B cn cl honzonic es CH - d. y c.sia Unca forma un 
angulo recto con la Unca radial O B dcs dc dicho punto al 
centre O dc la TicrTa La linea OAC quc va dcsdc cl 
centre dc la Ticna hasta su cabc/a. complcla un triineulo 
rcctingulo OBC. como indica la figura. Aplicando 
Pirtgoras. 

R! + <P = (R + h) 2 = R 2 ♦ 2Rh ♦ h 2 
Simplifiamdo y tomando cn cucnta quc h « R, icnemos: 
d 2 = 2Rh * IF « 2Rli 

Como cl Sol da una vucliu complcla altcdcdor dc la Tierru 
(360*) cn 24 horas. cl 4ngulode rotacion durante cl 
tiempo Al scri 
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9= J60T (—; = 360T-- |fK 

2 Jh 24h(60mm/h)<60x/mini 


= 0.r>t|7‘ 


Por otra pJftc. cl ineulo 9 quc ha girado el Sol alrededor 
dc la tierra es prrcisamcnte cl .Inguln quc queda enrre las 
Ifaeti cn 4 y B p., r .i ci trifctgulo rectfngnlo de . 

la Ogura sc observa quc d - R t%9 Tomando en cucnta la i 
expresirtn anterior p.ira d : 

I 

<F = 2Rh = R> tJ F9 

Smtituyendo h = 1.60 m y 0 = 0.0417*. sc ohtiene la 
ctprcsidn p.ua cl radio terrestre: 


2h 

tvB 


2f 1,60m) 

tg^o.o4ir 


= 6.04 x 10^‘m. 


Emm**: 


Antique csic ci un valor eslimadn, queda dentro dc un 6 ' 
;• <kl radio medio dc la Tierra (6.37x10-* km). 


R - 5.04\1(/ rr. 


PRlI.tO- iCdmo madlr la altura da una montaria 
unanrio un tranaportador / una plcmada? 

l)n .ilumno e«.t cn un.i llanurit y de-.eri hucer un estimadn Pan silo. se il:r.ea el boric recto 
Je |J Jltur.1 del pico de un.i mnnr.irij que ena muy ; del transperudor baria la punti de 
du'ante. u-.jmlo un traiuporudnr y un hilo con una p.edra u roontana v se mde el inzulo de 
iutpendicU (plnmadai. ! elet-acidn imctal. 9, =' 15* 

' Luc'io. cl ilumno camrna cn Unca 

v . recta cn terrene piano hacia la 

mentarta una iisuncia d - 1 km. 
sc deucre y m:dc cl nuevo Ineulo 
de elevaain. «> = 1S° L Cuil es 
la altura de la mentaiu respecto al 
; sudo 1 
! 



Soluddn: Las distancing cstin rclactonados con los 
ingulos mcdidos, dc acucrdo al siguientc diagrama 



O D. Figueroa * Cap. 1: Las Magnitudes Fislcat Cap. f; Las magnitudes tislcas • O D Flguan>a 


15 


















































Las wngentes de los dnpilos son - resp ec, ' vlin ' en * e 


„ nC 

'f 8 > = Jc 


h_ 

Xj 


_ nc _± zz _jL- 

^ e ‘ = AC~ *1 d + x 2 

iusliluyendo de Is segunda cxpr*s*6 n en * a P r ’ mcra ' ** 

,Micnc „ m ,Am 

" 9 ' = rf75^ ,c0 - 

Despcjando. ob.enemos la eleven del pico dc .a 
montana: 

rcfl/fcfl- j J£i5l!£l^-( 1000m) = 1530m 


PR.1,11, 0,,/d: U c«» con n,'Jor ols^lcn'o (drmteo 
Sc dcsca conslruir una casa quc•*e"P U "^™7m dc 

•"V- fsex SttSSLi*^ 
::s iC" *—Tc'V.“ 

combinados cn difercnles gcomeirfas. A. D ) . q 

tienen cl mismo volumen total. 

a) Suponga un modelo con modules cubi 

lado. Compare la rclacidn irea/volumcn para las tres 
configuraciones. ^Cudl serfa la opcidn mas convenient. 

b) Halle la rclacidn drea/volumen para una cslcra quc 
tenea cl mismo volumcn quc las combinacioncs dc cubos. 
para demostrar quc. la vivienda dc un csquimal cn lorma 
dc cupula (cl iglu) cs la quc ofrccc cl mejnr aislamiento 
l6rmico. 


Rescue^ 


-^1530^ ] 


Solucldn; a) (A) Esia casa ticnc los 8 mddulos cn fila. 
Hay 34 cams extemas (incluycndo la base) dc modo quo 
cl area toial cxpuesia cs 34 m 2 . Como cl volumcn total cs 
8 m 3 la rclacidn drea / volumen serd: A/V = 4,25 m* 1 

(B) Esta casa cs dc una planta 2x4. Hay 28 caras cxlcmas 
(incluycndo la base) de modo quc cl drea total expuesta cs 
28 m 2 . Como cl volumcn total es 8 m 1 la rclacidn 
area/volumen serd: AA’ = 3,5 m' 1 

(C) Esta casa cs cubica y ticnc dos planlus 2x2. Hay 24 
caras extemas y el drea total expuesta cs 24 m 2 . La 
relacidn drea / volumen serd: AA 1 = 3 nr 1 . 


P| Mddulo 
\|_I cubico 


\ s \ y \ 


(A) 




(B) 


(Q 


a) Qvn'nvn mis 

l' = 8m 3 A = 34 m 2 AA' = 405 


B) 


to 


1x2x4 


V = 8 in 3 4 = 28 nr AA'= 33 


C) X-U 2x2x2 

V=Hm 3 A = 24 in 2 A/V-3 
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liVjucmcmcmc. uurc las ires npciones dad as la c es h 
fomin mils convenient. ya q Ue r „r , tn „ mrnm dr . n 
tfrecerd mayor aislacinn termica. 

b) Si sc construycra una casa csfdrica (Figura D) con cl 
mismo volumcn dc 8 m\ deherfa lener un radio, dado 
por 


V=jnr'=8m J 


La relacidn drea/volumen scria: 


A_ Jxr 3_ k, 
V 4jzr } /3 r 6 


= 2.42m* 


;La casa csfdrica ticnc una mcnor rclacidn AA’ quc la 
cubical Por esta razdn, la vivienda de un csquimal cn 
forma dc cupula (cl iglu) ex la que ofrece la mejor 
aislacidn tdrmica. 


PR-1.12 . iCudlde las dos cajas pesa mis ? 

Sc dispone dc dos cajas cubicas livianas iddnlicas. 



^oLucldn; Suponga quc cl cubo dc la izquierda cstd 
constituido por cubos pequertos dc lado L cn cada uno dc 
los cualcs hay una esfera pequena dc didmetro L. La caja 
conticnc un numcro total dc NxNxN = A l1 esferitas y cl 
volumcn ocupado por todas las esferitas cs: 

Este cs justamente cl volumcn ocupado por la esfera 
grande dc radio NIY2. Dc aquf sc deduce quc cn ambus 
cajas buy la misma cantidad dc metal y por consiguientc, 
deben pesar lo mismo. 


D) 

V= 8 m 5 


O.. 


> (6/n) ,/3 
4= 19.3 m 2 A/V = 2,4 



Resouesta: 


a) El cubo: AA/- 3 m' 1 

b) Esfera: AA/- 2,42 m' 1 


En la caja de la izquierda hay un 
mlmcro de esferas pequenas dc 
hierro, colocadas cn capas. 

La caja dc la derccha conticnc una 
esfera grande dc hierro. cuyo 
didmetro cs igual al lado del cubo. 
t.Qu£ relacidn hay entre cl peso de 
la caja conteniendo las esferas 
pequenas y el peso dc la caja 
conteniendo la esfera grande? 


Respuesta 


Las dos cajas 
pesan lo mismo 
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to r*tT9*C0* 


PR-1.13. Empaquatambnto 


La* dinicnsioncs cn I, 


Sc dcsca empaquctar latas dc relresco ion * . 

cn c.jas *««* , sc pr.sen.an ta Jos •>" '> 

mostradas. Hn la opc.6n u> d empH-.tam.ento s 
cuadrado y cn la opcldn tbt. cl cmpaqiHt.imi 

hexagonal' Para ambas conf.gurac.oncs^ Jctcrmine la 

relacidn entre cl Area cubicrta por los clrcu os c 
y cl Irea toial dc la hase rectangular dc la caja. ;.Cu 
las dos opcioncs pcrmiic aprovechar mejor c cspaci 
dear, cuil prcscnia menos espacio ocioso? 


iuv.utuai pmiciftn. lcn i a 
nda adyacentc. dchc apunta, cl 
gador para que la hola llcguc a 
esquma t). despug, dc rcbotar 
Isticamente cn dos handas 


Solucidn: a) Arreglo cuadrado Si r es cl 
I ala, cl Area dc la base rectangular dc la caja es: 


la bola se golpea en el ccniro 


Mientras que cl Area total ocupada por los drculos dc las 
24 latas es: 

A/ = 24(xr*) 


Dc mode que la ru5n del Area cubicrta por las latas al 
Area del rectAngulo es: 


el Angulo ddc choque con la banda lateral 


24 nr 2 /Mr 2 = 0.250/r (78.5%) 


b ) Arreglo hexagonal: En estc caso la base del rectAngulo 
es b '= /dry la aitura <i*=(2 + dVd)r. cl Area de la base 
rectangular de la caja es: 


Dcspejando v, de la pnmera ccuacidn y sustituy^ndolo 
cn la segunda ecuacidn. sc obticnc el valor de r 


La razdn del Area cubiena por las 24 latas al Area del 
rectAngulo es: 


PR-1.15- Conatruya una caja da miximo vo/uman 


Ai/Ac = 24 ^/i 3 ( 2r+ yj^rfr 2 = 0,257/r (80.6%) 


Sc dispone de una lAmina de cart6n dc forma cuadrada de 
lados L . con la cual sc dcsea construir una caja abierta 
que tenga el mAximo volumcn posiblc. Para ello sc Ic 
cort«n cuadrado* igualcs cn cada esqutna y los lados se 
*lan hacia amba. Determine el miximo voiumen de la 
que se puede obtener de esta mancra 


Los resultados indican que el empaquctamiento hexagonal 
es mas eficiente, ya que tienc menos cspacio ocioso. Esta 
ventaja sc incrementa a medida que aumenta el numero dc 
latas. 


a) Cuadrado: Ai/A < =0,250f 
0.257f 


b) Hexagonal: Ai/A^ 
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solution; S. ™ «,I, «q»n» * 

c«c mu c* lie « > I'.. 1 

volume it tie la cjua c*' 

HI extremo .If U ftm.-Wn ViO »c .Iclcnnlnn n |»nlr <lf I 
condtcitMi tie que su priment dcrivnda sea mila 

± V(x ) = 2x( i - 2.iJf-2) ♦ f *•“ 21 = 0 




= /./: 


La solution t,= /J2 corrrsponde a un mlnimo volumen 
0' « 0), y no ticnc sentido ftsico jx'rque climinarfn la caja. 
1 j solucidn que conrsponde al mlximo cs: v : = L/6. 

Por lo tanto la caja debe icncr una altura a = Ub y una 
base tie lntlo.s 2 UJ. El volumen corTCSpondicnte dc la caja 
es: 

V = — L' 

27 

Exto significa que. si tenentos una Minina dc carteSn dc 
Area I in 2 podemos consiruir una caja dc volumen 
m&ximo 0,07-1 m \ 


PR-1.16. EJ camino mis corto para la hormlga 

Una hormiga sc cncucntra cn la esquina O dc una 
habitacidn dc longilud a = 5 m. ancho b = 4 in y ullura h = 
3 m. 



p 

U 


- .V - 





V* 


?l!AZ 


La hormiga dciccta una migid; 
comida uhienda cn el lecho. juste 
cn In esquina l) diugonalmcnt; 
opucsia. Determine la longiiuJJcl 
camino mas corto por dontle debt 
caminar la hormiga para ir desde 
O hasta D. 


MModu L Usando difrrrtu Ini fin 

/l/c/dn; ,,) ^‘r.lrlic lecturer un Irnyct fo recto dr 


lulljl 


I* 0, J , f } y c „ In pared, tlche recorrer un 
"“'PJ, ( | C lonitlllHt: yllu-tl’ + h 1 l > 

♦ ■J(ll- x)’ + ll ! 


S5=- 


' h ' 

nl(nim „ .If la n.»»cirt... dchc cumplirse la 




-I): 


1 /*■’ + +'ll"~ x>1 ’ lr !™° 



x >[( a -x) ! + />•'/ = <« - x) 3 (x 2 + 1’ : ) 
Pi.prjan.li'. «f oblifnc f I vnl,,r d* t: 

r -_gL = (Sln)(4 - , ^= 2.86m 
/, + /> 3m + 4m 

U longitud de la traycctoria es: 


l-J i,86m* + 4m^ + yj( 5m- 2.86m)" + 3m* - 8.60m 

Usando simple geometric: Si haccmos girar 
mentalmenie la pared, de forma tal quede cn cl mismo 
pbno que el piso. rcsulta evidente quo cl camino mas 
corto es la Ifnca recta que unc dircctamcnte O y B. La 
longilud buscada cs la diagonal del recidngulo formado: 


L = + = -y/(5m)‘ +(4m+ 3m)- = 8.60m 


PR-1.17 . La torn Eiffel a pequerSa escala 

I** l °rrc Eiffel cn Paris esi.1 construida dc hierro; pesa 
aproximadantente 9000 toneladas y ticnc una altura h = 
300 m. Suponga que sc construyc un tnodclo fid tambiln 
fabricado de hierro y dc altura /«* = 30 cm. 

O i,CuAl serfa la masa del nuxlelo? 

I’) Si las barras dc la torre pesan 70 toneladas coda una, 

sc ^*' ,nasa l ' c ' alambre que dcl'cria us arse para las 
banas del nuxlelo? 

^Pgtlmin^SabcUd Fisica? Edit. RubifVos. Mudrid-Moscu 
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(M^todo geomitrico) 


Respuesta 


L — -rfb+h)’ =8,i 


60m 
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Solucldn: Como lit 'HIM tic till t I'f'l'o lioii"'tl<‘" < "' " 
proportional a mi volumcn, la' m11 mis 
gromAlricamrntc wine|imles Mi An » 1,1 

de Him dime minors lincalr*. 

st V 

/, loom 

I'll tlrcir. rl modclo dcbetfa lener apenn* unil ntMfl ‘I 1 ^ B 
h) Path Ur bnmu *c dcberfan u*ar nlambtci tlr maia: 

/ /i 

M ..7 0x , () J k g ( 52i!l)».70xl0 ft ^-0.07|: 

300m 

RkUift irrUn nlambrc* crdrcmndamente Anna. 


PR-1.18 . iCuinta com Ida nacaalta un alafanta? 

Podemos combinar las Icycs del escnlumicnto con algunn 
hi|xMrsis hiolrtgica para dctrrminnr la vurincidn de una 
propiedad dc lew seres vivos con el taninAo y as( poiler 
eiirapolar feniSmenos de una cscald a otra. Supongn i|iic 
las neccsidades ulimcnticius de un ratrtn de mnsa hi * 2(H) 
g durante un cicrto pcriixlo de ncm|M> es dc 30 g, /.cuAnto 
ncccsita mgerir un elefanic de musa St =» d(HH) kg durante 
el mismo periodo? 


SqIugMUI Una hipAtcsis hiolrtgica plausible es importer 
que la ta.sa dc consumo de cncrgfa de un mandfero, como 
consccuencia ile los procesos de mctaboliimo, es 
proportional al escape dc culor a travrS dc la picl del 
animal. I*or lo lanto. la eanlidad dc alimenlo que debe 
ingcrir serfa proporcional nl Area exterior dc su cucrpo. 

Como el Area es proporcional a una longitud caractcrfslica 
ul cuudrado, A~L 3 y la masa St es proporcional nl culm 
dc esta longitud; A/-L J , el Area sc puede expresnr cn 
funcidn dc SI como: 

A-L’-St 3 " 



a) Mata de la tone 
A/-0,|() 

b) Masa de oula hjrrj 
m'» 0,07g 



% n e(Oidades aliirienli(M« del animal 

..... . ...J. ,J , ,,rl 

;„>to r "" ,. >oo«•«#•««■ 

,/,n tlf . .IIHKI Ilf *lrhc diirjnir r\ 

re' a- mu' 14 M 

<'‘ U J,,, .. ct.nii.la'1 

l " 1 ' " U»Wkf VI mJ6 (,i g 

W.i/'.ivijix-;rv' ' WKk * 

i«k;' "• 2k ‘ l 

. in ier«*n |,,e «• "' ,c U ,4M ‘ U t " n ' um,, 
tin ret" 111 " " |rtl) (lc |., m.tt.t del cerpo para 

'1, pr<rp<ircinn.tl .. U P-'enun 3/4. 

dun"' 1 " 1 . ifii.ii riiittir.itl.1 n I t deretha. 


,,, ncrn.i.illt Cl"' “ e '"" l ' ‘ r ' t e " lj “ n,djd 4 
U " TenniKltnlmici.) dice <|»c la ctptcvtm 


P + pth + ^pv 2 


inltf Auu( P es la prcsrrtn dc un fluido. p es 
f, r H - In .HUM «*« Cl ptto. , e, In 
“ dc In pfjvcdad y w ct Ij vel.Ktdnd del llutdo. 


Stluclim Ewnhimos l« dinicn*ionc. de cjJj uno dc 
lot l/rminm dc U ccuncidn: 

l pi . Ill „ iHLl» ML 'r : 


IM L : 


Ipghl-^jfL-ML-'T 


I t -2 


'5' r,, -FF-" r,r * 

Ei deeir, los ires terminus de la ccuacii3n de Bernoulli 
poscen iguales dimen\ioucs ( Ml ’ f T ~ m ) que corresponden 
* una prcsnSn, por lo tamo, queda demostrado que csta 
wuaciAn ticne honu»gcneidad dimensumal. como debe 
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Demuestre que la cipresirtn 
anterior es homoglnea 
dimensinnalmcnte 


BmjjusiUl 


(Pl = lpghl = l- 2 ^l 
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PR-1.20. Velocidad del aonldo por anillsla dimensional 

U velocidad ,, dc propagacidn del snnido cn un gas. , Dcdu/ca una express 

> rasrzij?; 

dcpcndc tfnicamcnic dc P , 
j uc p 




Sofuclon: Pongamns la c*presion para la velocidad * 
i^rminn'. del producto de potrncias dc la dens,dad p > de 
la prc&iAn P. 

vap 9 P r 

A fill dc hallar los exponents q y r. suslituimos las 
dimcnsiones que corresponden a las magmludes fis.cas, v. 
py I' 

(.]= IPHI/T 

IT' = (ML-'T-y 

Como M. I. V T son magnitudes fundamentals, dstus son 
indcpendicnles v podemos igualar los esponenles que 
ocurren a umbos lados. Por tanto se obttenen Ires 
ccuacioncs simultAneas: 

Masa M: Os^ + r 

Longitud L. 1 = - 3 q - r 
Ticmpo 7*: -l=-2r 

Cuya solucidn cs: q = -\f2 r- M 

Dc niodo que la relation buscada cs. 

* 1/2 


Fllc clin del >lrc sobreuncuerporndvl, 

'^ U , meamiento que ejewe el a,re sobre ur 
Aicr/a ll<1 “ , „ n .i c del Area de su seccidn Iransv 

a- 

dc *** | | 





Unidadcs 

Dim. 

Velocidad 

m/s 

if -1 

Densulctd 

kg/m 3 

A/?3 

Presidn 

N/m 2 



, ap- ,,: P- 


s-C.£ 


VP 


El anilisis dimensional nos permite dcscribir la forma de 
la ecuacidn. pero la conslante de proporcionalidad C. no 
puede ser ohtenida. El valor dc la conslante depende dc 
las propicdades listens del gas Por ejemplo. sc sabc que si 
cl gas cs atre. el valor de la conslante es 1. 18. 


Btipuia 




, An .in espresidn para la fueaa de rcsis.cncia del 

ggf c ,Vetoes dc laformx 


Fro.AI’P 


., „, 0 (as dimenstoncs dc cada magni.ud ffsica en 

^icmbrosdelacsprcsidn.tencmos: 

[F,] =MV’(pFI‘] r 

C .niuvcndo las dimensiones que sc muestran cn la tabla 

^pondienteaA.pyv: 

(Ult'-) = {Wm'vniT'Y 

c. icualamos los exponcn.es que ocurren a ambos lados 
l becuacidn. se obtienen ires ccuactones: 


Para la masa M: 
Para la longitud L: 
Para cl tiempo T: 


I = q 

\=2p-3cf + r 


La solucidn dc cstc sistema dc ires ccuacioncs 
simultincas cs: 


P= I. </=!• 


r = 2 


Por lo lanto la relacidn buscada para la fuerza dc 
mzamiento cs: 

F, s CApv 2 

Laconstante C cs adimcnsional. Esla dcpcndcncia dc la 
fuena dc rcsislcncia del airc cun cl cuadrado dc la rapidez 
ci la que sc observa cn ohjetos grandes como los avioncs, 
Jgiparacifdas y las pclotas dc bdishol. 
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Usando un anilisis dimensional 
dedu/ca uru eiprcsirtn para la 
lucr/a dc rozamicnm cn tlrniinm 
dc p, A y v. 



Unidadn 

Dimension 

Fuerza 

N 

AMT* 

Area 

m- 

l? 

Densidad 

kg/m 3 

ML'* 

Velocidad 

m/s 

Lr> 


Reapuestai 


F r = CApf 
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PR*1»22» fpoaUmfc.'tfo V oaKvMart tarmlnel 


In cl pioblenu .tntci um, cncontratnov que la luct/ate 
roranurnto que rjcivc cl mrc sohio tin obleio M uc i ,u 
lihrememe aumcnu con cl cuadtrtdo tic *u vchvit<u 
mstantanra v. 


r,mCAp\* 

Cuando cl valor tic la furrra tic roiamicnto c> l»Oinl a * 
peso. cl cucrpo akranra una vclocidad Icrminnl constanlr. 


AliVmim la vrliKlUaU i fl „ 
tic tit*v ob|cto% tic |^ kli| | "N 
MCinlo uno tie cllo* \ \r ir " ,n ’ 4 

gl.tiuli* t|lir 1*1 Olio n,1 » 

M Si tm liombic sc Ian/* rt | k 

Ml ni/v.i-iiAl »nl« I, '* 

lermtnal aprovimntln q p U(j 
tjtic vca 10 t'ct'cv mat pequeft,* 110 


Solution: at Cuando tin objelo c.tc cn tut llunlo. acliltw 
do.\ tucr/as opuevtav la tic gravctlatl Mg. V la lucr/a 
v tscota del tltudo b\. Vma ultima c% cjcivitla snbrr d 
obtcio jvr las molccutas del fluido que cluvan con mi 
supcrfieic. > aumenta con cl Area y con la vcltvuliul del 
objelo. l.a lucr/a viscosa aumcnia hasta tpic cl objelo 
alcan/a una vclocidad frmumi/ p.ua la cual cl peso del 
objelo cs cqutlibraJo pot la fucr/a de lo/amicnto: 

Mg = F, = CAp \ 2 

Despejando. sc oblicne la vclocidad terminal: 


Algunat srliH itiiuln 
trnnirutln 


Obit to 

1 /"i'ii 

hombrr 

60 

Pelota de bcitbol 

3.1 

HaKSn de bnloncctlo 

20 

Pelota de ping pong 

0 

Goto de lluvia 

7 

1 lombrc con Paraeaidas 

3 


»»® 

Si tenemos dos objelos de igua! forma, lino con 
dimensioned linealcs \ veces mayor que cl olro, sc 
cumple: 

Para las masas: St* = A* 1 A// 

Para la Arras: A; = X- A / 

De modo que la relacidn enire las vclocidades lerminalcs 
Cs: 

li- M:X /C P'*: _ I AM; _ /j 
v, yStrf/CpA, ~ \ MiA 2 


IW 

\'<x 



b) La vclocidad terminal del gato sen a del orden de: 


V M 


vf, _ 60m/s 

TI'VlO 


«19.0m/s 


n)^ = VX 
»’/ 


b) Hombrr: 60.0 m/s 
t’liln- 14.0 111 Js 
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1 7\ ' VERIFICA TIJ COMPRENSIdtN 



„ je I*. •ini' |<n,r ‘ 7 

,( ’ imiiiMiml no tlffvn.lf .tel 

>1 ucn^ dcu,,, ‘!“ | 1 ^ tpic ban de tumartc deben 

M ,v ' n, IK n , „ ,|imcinii>nci. 

, f nc» 1* ‘ . l(sl4lls que ban de multiplicnnc deben 

. f\o itwgniint* 

‘ . mitiiiav dmicnvitmev 

tenet w*»” ^ pi . u<u ,o„ tie sen ba una aituacuJn flnca no 

1,1 r4,J ^teaduncnsionahncnlc correcta 

b^“ ,m n|| 4|ll , iltis rnagniiutles flftcoa dilerenles 

.. 

^—- 

i 

Pflt.02- lCu*mo H#mp<i htbrj que eipertr? 

,, „toi iirm-14 httfJ conecia y « alM«a cn un «gumlo 

1 ailnio lifnipo luhM que eeperar r .it4 que 

,oelv» a Jar U hora coftecia 

I ) 1 .: an*" MOOaAw C)480rto» 

J) i:00allo' e) 3600 aAtn 

^. 

PE‘1.03. i Out tardard mJs ? 

a) UnacUte de 50 minutos (durante la bora de almucrzo). 
h) Un microsiglo. 
ct 10**^ ntescs. 

J|4(XX> latidiv* del cora/On. 

ct La lu/ cn viajar del Sol a la Tierra 


PE-1.04. Operacldn Imposibla 

Suponga que A y B son magnitudes Ksicas que ttenen 
iliferentes dimensioncs. ;Cu.il de las siguiemes 
opcracioncs nopuetk st-r post hit' 

alA/fl b)Afl c)(/..v«) d> >/K^ c) (R/AF 


^ U * ^Onltudaa FkMesa * O D. Figueroa 
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PE-1.05 . Clfras significative* en muMpUcaeton 

divisions 

• r.iil dc los rcsuliados 

En las siguientcs opcwcioncs ^‘ ^,,,..,5 ? 

lienc un ntimcro mcorrrcto dc 

a) (35.252 x 2.4 )/ 14.26 = 5.9 
h) 3.002 x 1.17 = 3.512 

c) 523 x 11S5 = 6.20xl0 5 

d) (2.48 x 10’)/(1.24 x 10 s ) = 2.00x 10 * 5 


PE-1.06 . Clfras slgnlflcatlvas en sumasyrvstas 
En las siguientcs opcraciones: 

a) 3.59-3.56 = 3.00x10-2 

b) 3525.2 +0.0948 + 342.63 = 3867.9 

c) 27.524 +2.4 -3.56 = 26.4 

d) 2,138 + 1,07x 10*2 + 4.1357x 10 : = 4.1572x 1 0 3 

/.Cudl dc los rcsuliados licnc un numero incorrecto dc 
cifnts significativas? 


PE-1.07 . iDimenslonalidad incorrecto? 

/,Cu4l dc las siguientcs ccuacioncs es incorrecto dcsdc cl 
punlo dc vista dc su dimcnsionalidad? 

a) t = y}2i/o 
h) v = (x/t) e ' St/x 

c) jr = vV(2a) 

d) »• = (ot) sen (vt/Sx ) 2 

e) a = (tiv/t) cos (vt/x ) ,/2 



.r= lonpitud. 
v = vclocidad 
a = acclcracidn 
/ = (icmpo 

Las constants numtricii, 
inclu/da e, son ndimcnsionaJcs. 


PE-i.oe . i Cudnto costard una pizza mis grande ? 

Si una pizza dc 20 cm dc didmctro cucsla Bs 20 000. 
cudnto dcbcr/a costar una pizza con los mismos 
inpredientes. dc ipual prosor pcro dc 30 cm de didmctro ? 


a) Bs. 30 000 
d) Bs. 45 000 


b) Bs. 35 000 

c) Bs. 60 000 


c) Bs. 40 000 



ee 

d> alCS 


j. PU 

, ,irtn <|uc #“ ardan las lonKi ' ,Kl " de 

0 _ 


^^Z*’** urdt en " enar3 °" rcc,plen,e 

„ sc Mena con agua dc un gnfn cn 4 minuu 
Un rcC'P'f‘J ' cstd llcno. sc c.crra cl gnfo y sc 
Cuando el 6 Tdcsaguc. El recipient tarda 6 m.nulos 
oca un mpu" 0L vjerIC c| agua micniras esia abierto 
.jciarse- £»' » cu 4 „to tiempo tarda cn llcnarsc 

S^ntccomplcwmcntc? 

,,, 0 -nlnuios. »> .2 minutos. 

• c) nunca sc llcnard. 

j) 24 minutos. > 


a) AH-HC 

h ) ah = o.$hc 

c) /W? = 0.757?C 

d) AH - 0.85BC 


- Despuis dc haber hccho 
clcccidn. nmlc las diagonals con 
una rcpla. ,Te sorprenderds! 


c) 16 minutos. 


ggjji. on con leche y leche con cate. 

•nniicnc cate y Otra taza conticnc igual camidad 
^X scZTa una cuchara dc cafe dc la primera y sc 
h cn'la segunda taza. mczclindosc con la Icchc. A 
continuacidn sc toma una cucharada dc la mczcla 
obtemda cn la segunda taza y sc devudve a la pntnera. El 

rcsultado final cs que: 

a) Hay mas Icchc cn la primera que cafe cn la segunda. 

b) Hay menus Icchc en primera que cafrf en la segunda. 

c) hay tanta Icchc en la primera como cafd cn la segunda. 


PE-1.12 . De un metro cublco a una torre de cubltos 

Supongaquc a un cubo de un metro dc lado to dividimus 
cncubitosdc I milfmetrode lado. Si sc pusicran todos los 
cubitns uno cncima dc otro. /.que altura alcanzaria la torre 
dc cubitos? 

a)10m. b) 100m. c) I km. d)!0km, c)l000km. 
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PE-1,13 . Elbalin ilent70hctigonos y 12 pcntigonos 

aristas ncndra cl balon? 

a) 32 M64 0 90 0120 0 180 


PE-1.14 . 16 Dlclembn 1999: La Iragedla da Vargas 

Nonna dr prana: .en cl litoral del cslado vargas la 

prccipitnciAn pluvial acuntulada durante estos ult.mns dos 
dfas del 15 y 16 dc Dicicmbre. Heed a la impresionante 
cifra dc ccrca de 800 miUmetros. Estas prccipitacioncs 
son producto del dcsplazamicnto dc una onda tropical 
interaciuando con la zona de convcrgcncia intcrtropical. 
que hu afcclado a gran parte del territorio nacional y al 
Mar Caribc... 



EEd .15 . De un recipient* estirico a uno cllfndrlco 

En una dcmostracidn dc ffsica, llcnamos con agua un 
bnldn esfdrico dc vidrio dc radio r. Luego vamos 
trasvasando csta ugua a un recipient dc vidrio cilfndrico 
dc difimetro r y altura 5r. Sc pregunta a la audicncia, 
^hasta qud nivcl llcgard cl Ifquido en cl cilindro? 


h =5r 


a) Entre A y B. 
d) Entre D y E. 


b) Entre B y C. 

c) Sohrepasa E. 


c) Entre C y D 


Agua 



E 

-D 

-C 

•B 

A 



VECTORES 


( -.Dencucrdoalorc B i Mrad 

pluvirtmetro. qu* cant,dad I *" 1 
cay6 en un drea dc un 
cuadrado durante csosdosd^ 
a) 800 mm 1 b) 800 mm 2 

0 800 cm 1 d)800|j lnn 

c) 800 dm * 


. ^ c j n gcnicrfa nos encontramos con diverse magnitudes ffsicas que quedan especificadas 
Efl ^dar su medida en una dctcmiinada unidad. estas son las llamadas magnitudes escalarn. 
C ° n 5 ' |a masa> cl tiempo. la presidn y la temperatura. Existen tambidn magnitudes vectoriales, 
CjCniP c l desplazamtcnto. la vclocidad. la fuerza: para las cuales no basta asociar sdln un numcm 
U nidad. sino tambidn. indicar su dircccidn y su sentido en cl cspacio. Hay otras magnitudes 
V mis complcjas. como los tensores que son una gencralizacidn dc cscalarcs y vectorcs; 

cmplo dc <*stas son cl esfuerzo mccdnico y cldclrico y la incrcia dc rotacidn. En cstc capftulo 
vamos a cstudiar los vectorcs. Las ccuacioncs vectoriales permiten expresar las Icycs ffsicas en 
una forma simple y concisa. indicando no sdlo la rclacidn matemdtica entre magnitudes ffsicas 
s ,no tambidn su rclacidn gcomdtrica. Ademls. las Icycs ffsicas que cstan representadas por 
ccuacioncs vectoriales son independents dc cualquier clcccidn particular del sistema dc 
coordenadas. Nos limitarcmos a revisar las opcracioncs algebraicas usualcs entre vectorcs. sin 
pmfundizar sobre la naturaleza del algebra vectorial, sobre todo haremos hincapi* sobre aqucllos 
aspectos dc uplicacioncs geomdtricas. 


30 


gA. P ? 1; RESPUESTASA LAS PREGUNTAS 



a 

b 

c 

d 

e 

1.01 



y 



1.03 




✓ 


1.05 


✓ 




1.07 


y 




1.09 

y 





1.11 



y 



1.13 



y 



1.15 



i— 

y 



a 

b 

c 

d 

e 

1.02 





J 

1.04 



✓ 



1.06 

y 





1.06 




y 

1.10 


y 



_ _^ 

1.12 





J , 

1.14 












En eate capftulo Ud. ancontrarA aspectos relaclonados con: 

• Magnitudes vectoriales 

• Sunta y resin de vectorcs 

• Producto esealar 

• Producto vectorial 

• Producto Mixto 
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iJiiuwI'unnwwi 

31 






































































PRINCIPIOS fundament*. 


MAGNITUDES VECTORIALES 

Una magnitud vectorial, csta complctamcnte cspecificada 
por un mddulo, mis una dircccidn y un sentido. 

El modulo: cs su valor numdneo cn unidadcs apropiadas. 
La dircccidn: cst3 definida por una recta soportc. 

El sentido: dclermina hacia cu.1l lado dc la recta, apunta. 

Un vector, sc represent gcomdtricamcntc mcdianle una 
flccha o segmento orientado, en cl cual sc ha cstab cci o 
un orden para sus puntos extremos. 


VECTOR DESPLAZAMIENTO 

En ffsica. cl caso mas comun dc magnitudes vcctorialcs cs 
el desplazamiento dc una particula desde un punto 0 
hasta otro punto P a lo largo dc alguna traycctoria. Estc 
vector dcsplazamicnto. d , sc representa por una flccha, a 
lo largo dc la Ifnea dirccta del punto imcial O al punto 
final IV La punta dc la flccha representa cl sentido y su 
longitud representa cl m6du!o del dcsplazamicnto. 

Adem&s dc tener mddulo. dircccidn y sentido, una 
magnitud vectorial debe cumplir las rcglas dc adicidn dc 
veciorcs. 



ADICION VECTORIAL 

Dos vectores. A y B pueden sumarse cn forma 
ceoinetrica. llevando B paralclamcntc a si mismo hasta 
que su ongen coincida con la punta del vector A. El 
vector que va desde cl origen dc A hasta la punta dc B cs 
cl vector suma (A + /?). 

Dc modo similar, podemos sumar mas dc dos vectores: 
R=A+B+C 

El vector suma resultantc R es cl vector que completa cl 
polfgono. cs decir, sc dibuja desde cl origen del primer 
vector hasta la punta del ultimo vector. 



Vector desplazamiento 



.. vectorial tienc las siguientes propicdadcs: 
padi‘ ,mi 

,„ntivu: El vector resultantc cs independiente 

a+b=b+a 

■ i ur Sitres ° mas vcc,orcs sc suman - cl vector 
l/> aS0C,a independiente dc la manera en que sc 
Ins vectores individuates. 

3 gnip - irt1 

A + (B + C) = A + (B + C) 


SUBSTRACCION vectorial 

star un vector, B. dc otro. A. cn forma gcomdrica, 

Si.——"- B 

a-b= 7 \+(-B) 

vec ,or difercncia rcsulla al unir los orfgcnes de los 
vcciores minuendo y suslracndo. 


multiplicacion de vector por escalar 

Un vector puede ser multiplicado por un numcro (escalar) 
P ara aumentar o disminuir su modulo. El resultado dc csta 
opcracidn cs otro vector, cuyo modulo cs cl producto del 
modulo del vector por el escalar y cuya dircccidn es la 
mismadd vector. 

Si cl escalar multiplicativo es negativo, cl .vector 
resultantc tienc sentido opucsto al vector dado (ver 
figura). 


COMPONENTES DE UN VECTOR 

Un vector sc puede considerar como la suma de un 
numcro cualquicra dc vectores components. En 
particular, podrfamos cxprcsarlo en tdrminos de 
enmponentes mutuamentc pcrpendiculares. En cl piano 
*>. cl vector A tienc dos componcntes mutuamentc 
pcrpendiculares: A,, que es su proyeccidn sobre el eje .i 
y 'tj.quc es su proyeccidn sobre el eje v. 

4, = Acw0 /t v =Ajen0 
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A.X 

Components cartesianas 
de un vector 
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HI vector cxprcsado cn componentcs cs. 

A = A t + A y 

Del trrfngulo rcctingulo fomiado por cl \cc _ ^ ^ 

componentcs. sc dcducc quc la dc sus 

cuadrada dc In suma dc 
components. 


VECTORES UNITARIOS 

Un vector unitario o versor cs un vector que n ^ 
dimensiones ffsicas y su mddulo cs la un.dad. Su un.ca 
funci6n cs cspccificar una dircccdn pantcular. 

Para identifier los vcctorcs unt.anos usaremos un 
sombrerilo cncima dc una Ictra. Asf po J P 

- - -v r ■ J [\ con vcctorcs unitarios 
vcctorcs (x.v,:) o U.j.k) vu • 

mutuamente pcrpcndicularcs a lo largo c os J. 
rcctangularcs cartcsianos x, v. z. rcspcctivamcn c. 


Modulo: A = 

Direction: /j?0=yt ,. 

y A t 


Los vcctorcs unilanos rcsultan dc gran utilidad para 
expresar cn cl cspacio cualquicr vector. A . cn tc'rminos dc 
sus componentcs segun los ejes dc coordcnadas. Hn cl 
sistema cancsiano: 

A = A x i+A y y+ A z z 

Siendo A x =Acos6 x . A y = AcosB y y A. = Acos6 z . las 

proycccioncs dc A sobre los corrcspondienlcs ejes dc 
coordcnadas y lo cspccifican cn forma unica y complcta: 

A — (A x , Ay, A .). 



Vectores unitarios ( x, >•,: 


Z \ _ 


SUMANDO VECTORES POR COMPONENTES 

Para sumar vcctorcs, sc procede a sumar sus componentcs 
segun cada eje por separado: 

A=A x x + A y y B = B x x + B y y 

R= A + B = (A X + B x )i + (A y + B y )y 

El mddulo del vector R rcsultantc cs: 

R^JlAt + Djl+fAy + By ) 1 



x y a 


n y 


Ry 
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>^ c,,iNP0LAB 

r 1 rjoncs flsicas son mas apropiados otros 

pjra **» S ,'lmlcnaJas. Asf por cjcmplo. cn cl sistema 
.istetna-* L , urfS /ihuuis sc cscogcn como 

dc “"’^‘’"l.iuamente pcrpcndicularcs. la drrccc.dn 

acetones " langcncia | a csta. Hn tcrm.nos dc lo, 

'* ,ialylJ tanos corrcspondicntcs 0.0) sc puede 
‘ cCl0rC5 Ju'n vector A cn la forma: 

rcP" 5C '" _ _ . 

A = A r r+ AoB 

. ucidn serf dc particular utilidad cuando 

5icmo^ imien, ° ^_ 


pboductoescalar 

rscalar dc dos vcctorcs, A • B sc define como 
0 ^ ndc sus mddulos por cl coseno del angulo 0 

vcctorcs formancntrcsf.E 

A • B = ABcosO 


Es dear. 


. El producto cscalar cs un numcro real que sera positivo 
,i 9<90" y negalivosi 0> 90”. 

. S j a.B=0. siendo A*0 y B*0. cntonccs los 
vcctorcs Ay D son pcrpcndicularcs cnlrc sf. 


Si tenemos dos vcctorcs expresados cn componentcs 

cartesianas: 

A = A x x+ A y y + A z z 

B = B x x -r B y y + B z z 

Alefectuarcl producto esealar: 

A • B=(A X x + A y y + A z z) • ( B x x + B y y + B : £) 

Como los vcctorcs unitarios son ortogonalcs. sc cumplc: 
i*i = >’• > =:•: = /. y .r*y = y•£ = £•.r = 0. Por lo 

A •B=A t B x +A y By + A z B z 


unto 


2: Vectores - OD. Figueroa 



rarJinl 


tonqencial 


Vectores unitarios pnlares: 

( r.6) 



Productos esealar es de 
vectores unitarios 

i«.t = >••>• = £•£ = / 

X9y=y*Z=Z»X=0 

A* B = A r Z? r + AyBy + A Z B Z 
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PRODUCTO VECTORIAL 

I I producto wctnnal <lf <•» 'fCtort'. ' ' * 
i mi; py c ,m vrrtn, mi lai car*t«W.ra< 

. HI mVMn <k .A • fl « rl prod** dr h« K*M« de .A 
y /i pot cl srno ilrl Anpulo qur fofmtn 

I A* Rl- ABtrnfl 

• U dirrcrifo e» I* -If l» ««» l»'T fn ‘ ,icular * wnho< 
vcctorr* A > B 

• hi irxlidn rsii dflrrtnmado por U rtgU dc la "tarn- 
dcrrdia. srgiln sc i lustra cn la fipura 


PROPIEDADES DEL PRODUCTO VECTORIAL 

• Ml producto vectorial nn n conmutatiw: hsto lignifica 
ijiir rl onlrti dr tmdtiplicacifln j/altera cl producto. 


Axil 


II 



II x A 


* HI producto vectorial es dinributivo: 

Ax[H + C)* AxH* AxC 


Si c.smbimos los vectored cn luncidn dc .sus componcntci 
enrtesianus 

A = A x x A Ay\+ A.z 
BeBj + Byy + BtZ 

Tontando cn cucntu las rclaciones para producto* 
vcctorialcs dc vcctorcs umtunos, obtenemos la siguicnlc 
ciprr&iAn para cl producto vectorial dc A con B. 

AxB = iA x R : - A.Bji ♦ f A.B X -A t B : iy^iA t B t -A % B t iz 



K<*l« <le la maiut ,l„ rchii 


No a conmutativo 
AxH=-BxA 


Es distributive 
Ax(h f C)~AxH + AxC 


Productos vectorial ft f 

de vectores unilariat 

xxi = yxy = ixi = fl 
X X v a -V X X-+: 
y x f = -i x v = ♦ i 

z xi = -ixi =+> 


f«l» 0M" c,,rtn f " •* <«<mp*-i« ,|c 

-JflW'* I 

„n iki < ‘ rtnln * n,C 


product 0 


,|x/l 


MIXTO 


i \ : 

11 A, A. 

II, II, II. 


HI iTlluo wluiw dc1« "l"T.u .An 

( sCN Ar 1 

A»(flxC)** A* BxC 

, s el panJntcsi* yn epic sc sohrccnticudc que 
-r::, primero el pwlucio BxC y luegn .-I vector 
C rcstil l » ,0 tni , llip^ t * n,,M,s t,,, ,ornu csc “ ,<ir eon cl 
‘ ,UC f \ resuliando tin cscalnr. U npcracirin (A»H)xC 
vector 11 
no c»iA defimda. 

hIucio ntivio time unn intcrprctncidit genn^trien 
1 -nlX { \ uc rcprr^cnin cl volumen del parole lepfpedo 
^terminal)** |«>r l*« ««» vccl.ucx: A. II y C (ver 
pirWcma l’R-2.14). 


m iftto dc ires vcctorcs A, II y ( cs mi 
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a *n 


d, a, 

H » Bf 


Phhiiu to IM/IM fiiitfuula 
tiinin ili'Uinwuintr 


A • II x C 


A, 

II, II, II, 

f. c, r, 
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PP- 2 . 01 . Vector sumo y vector dilercncla. 


7 v 5 cinos Ins mddulos (cn metros) 
Scan dos vectores A > > eMln indtcados 

y dircccioncs rcspccto al cjc y ( b 
enlafipura . t n, 

Halle la suma: tA + Biy la difercncia lA-n) 
b> the cl m£tndo grtfico. 
a) Use cl mdlodo algcbraico. 



Solucldn: a) Para obtener graficamcntc cl see * • 

fJ-T, * dibuja cl vector A con so cola cn cl onpn 0 . 
A conttnuacidn sc dibujan mini-ejes cn su puma, 
cutdes Steven dc gula pan. dibujar cl vector B con su 
dircccidn y sentido apmptadns^ El vector suma sa 
la cola dc A hasia la puma dc l> 

Pnra ohtener grdficamentc cl vector difercncia M-fl). sc 
prnccdc similarmcntc. pero cn cstc caso sc dibuja cl 
vector negatin' de « con su cola cn la puma del vector 
A El vector difercncia va desde la cola dc A Itasla la 
punta del negative) dc B. (Pig- 2) 

hi Para efcciuar las opcracioncs algcbraicas, debemos 
expresar los vectored cn tdmiinos dc sus componcnics. 


.r (m) 


v(m) 


A : Ax — 3cos60 c = 1.50 A } = 3sen60° = 2.60 
B: H x = -2scn30° = -1.00 B y = 2cos30° = 1.73 

Hs deeir A = (1.50 i+2,60 y) m 
B = (-I.OOx+1,73y) in 

Etcctuando la opcracirtn suma; 

A + B = (1.50-1,00)i + (2,60 + I,73)v 
di + fi = (0.50x + 4.33y> m 

El tnddulo del vector suma cs : 



38 



y ,„di^ n 




,, 0 _i^ = 8.66 

'.« 0 ' 0.5 


0=83.<f 


. :i nr efecluamos la opcracidn suhstraccidn: 

A-B S U - 50 + 1 • 00) * * (2,6 ° " 1 * 73) ' 

= ( 2 , 50 * +0.87 v) ni 


0 mbdulo y direccidnfdngulo con cl eje t) son: 


Respuosta: 


| = V^.50 2 +0.87 2 = 2.65 m 
,^ S M*=0.348 => ()= 192' 


A + fl = (0.50x + 4,33y) m 
A- B- (2,50 i + 0.87y ) m 


Sumando vector's do Igual mddulo y desfasc 
Uticuatro vectored mostrados lodos ticnen igual rnddulo 

l/\/ 1=5 

y cstin uricniados consecutivamcntc con una difbrcncia 
angular dc 30*. Determine cl vector suma: 

a) En componcnics rcctangularcs 

b) En miWIulo y direccirtn. 



Solu cldn: a) Expresarnos cada uno de los vcctorcs 
cn lirmino dc sus componcnics rcctangularcs: 


A/ =51 

A] = 5cos3(Ti + 5scn30° v = 4,33* + 2,50 v 
Aj *5cos60“i + 5seii60°y = 2.50 C + 4,33y 
/It = 5cos90° x + 5scn90°y = 5,00v 

' < P>rado^ C,UamnS ,n * uma c,c sus coniponcnies por 
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Como/? = 0.3 m.lencmos: 

/j = (0,94r + 0.60v) m 

El mtSdulo dc cstc vector cs: 

o= juO? + r 2*7 = Wi-’ + ?=> :2 m 

Su dirccciAn (Sngulo respecto dc! eje •>) cs. 

lv o = — =™ = 0.637 => d = 32^° 

£>, rtf 

h) Si la rueda da una vuclla complela. cl punlo P sc 
dcsplaza cn una dislancia horizontal igual a la longitud dc 
la circunfcrcncia (2 kR>. pero no sc dcsplaza 
vcrticalmcnle. Por lo lanlo cl vector dcsplazamicnlo cs: 

f)=2nKi 


PR-2.05. El mddulo dc la auma dc doa vectores 

Dos vectores dc magnitudes A y B forman un dngulo 0 
entre si cuundo son colocados cola con cola. Pruebe que 
cl mddulo dc la sumo cs: 


\A t B 1= V/t* + B 2 + 2ABcosO 


S pfucion: Si orientamos lo< -^oiucnadas dc tal 

forma que uno de los vcuorcs (cl /l) quede olincado con 
cl eje x. podemos escribin 

A = Ax 

B = (BcosO)x + (BsenO)y 
Sumando los dos vectores. sc obtiene: 

A + B = (A + BcosQ).i + (Bsen0)y 
El mddulo dc la suma cs: 


a) D = (0,94 i + 0,60y) m 

b) D = 2xRx 


I A + B ij(A + BcosO} 2 + (BsenO) 2 


42 



- B 2 {cos 2 0+stn 2 0)+ 2ABeosO 


A 

if 


\A + B^ Ja 2 + R 2 + 2ABCOS0 


A+B 

-- 

Cnnsid^" 110 los ^ partiCU,1,rCS: 

if i 

A+Bs 

S* 7 \ 

1 

\ v B alincados: (0 = 0°. cos0= +1) 
j)Veci prcs y 

\A + B*=A + B 



1 

1 

J r 



—A 

il, Vectores A y « ortogonalcs: (0 = 9CT. c<«0= 0) 


A+B 

if 



m 



e=i8 o" 

—►a 

Vectores A y » opucslos:(0 = I8(T>. cosB=- 1) 



flfffiUflU; 

\A + B\=A-B 

1 /\ + B fc= Ja 2 + B 2 + 2ABcns0 


£g ; 2 i 06. B\ teoremn del coseno mcdlante vectores 

Demesne mcdlante cl cdlculo vectorial, cl teorema del 
coseno para los tridngulos: 

c 2 = A 2 + B 2 - 2ABcosO 

Siendo4. By C los lados del tridngulo y 0el dngulo entre 
los lados A y B. Considcrc los casos: 
i) 0 = 90*. ii) ^ > 9(T. iii) 0 < 90° 


Solution: Considcrando cl vector difcrcncia: 

C = B- A 

El producto esealar dc cstc vector consigo mismo cs: 
c*c=(h-a). ( b-a) = b.b+;\*a-a.b-b.a 

C»C=A*A+B»B-2A*B 

Cornu los producto* escalares son justamente los 
Uj m * os nuSdidos dc los vectores respcctivos. sc 


O D. Rguoroa 


° 2 -A 2 + B 2 - 2ABcos0 

- -_ fan ^° ^ o s lrcs tlisiinios tridngulos formados: 

Rguoroa 


(cqd) 



C-B-A 



C 2 = A 2 + B 2 -2ABcosO 
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r = + + A?*** . 

R = (5,00 + 4 , 33 + 2.50)i + (2.50 +4,33* 5.00).v 

R- \ 1.8a + U,8v 

b) El modulo y la clircccirtn del vector R. son 

rcspectivamcntc 


Iff 


t JrI+R; = = l6 ' 7 


R y 11,8, 0= 45“ (rcspecto al eje .r) 

'* e -T x = Tu'' 


a) *="'^+iuj1 

h > >ff t=l6,7,0.a iii 


PR-2,03. / Persecucldn policial! 

En la ciudad de Caracas ocurrc un asallo a un banco y Ins 
ladroncs huyen en un helicdptero. cjecu.ando . es 
desplazamicntos antes de ago.ar cl comhuslible. 
Inicialnicn.c recorrcn 354 km en direcc.dn or- cs . 
lueco 700 km en direccidn Estc y rmalmcntc recorrcn 
km cn dircccidn Sur. Si la policfa de Caracas quicre 
atraparlos. ,en qu* dirccc.dn debc dirigirse y qufi 
distancia debe viajar? Uulice dos proccdimicntos: 
a) Milodo analilico. b) M£.odo Grdfico. 

Sntucldn: a) En el sistema de coordcnadas cartesianas. 
las componen.es 1 ty de los desplazamientos parcialcs 


vienen dadas por 

M6dulo 

Angulo 

D t =Dcos6 

D s -DscnO 

D\ - 354 km 

225° 

-250 km 

-250 km 

D 2 - 700 km 

0° 

+700 km 

0 

£, = 250 km 

270° 

0 

-250 km 

Rcsullantc 


R f = +450 km 

R y = -50(1 km 


El mddulo del dcsplazamicnto rcsullantc. R. cs: 

I R 1= ^R; + Rj = s/450 2 + 500 2 = 673km 

V la dircccidn del vector dcsplazamicnto: 

tg0 =R>/Ri =-500/450=-1.11 => 0=312° 
Es decir, R apunta cn direccidn dc 48,0° Eslc-Sur. 

40 



O D. FlQUQfon - Cap 2. 


. Como cl (,c cada cuadriin 

H t,c 50 km ‘ Memos (Jihujar 

rC prcsen ,a ^ cn | e a csCfl | a |os vcctorcs dcsplazam 
u jdad° s - - un0 a continuucirin dc otro. 

whiles. D *' 2 y v 



rcsultantc R sc ohticnc sumando los 
j', r U«mien.ns parcialcs. de la manera mos.rada: 

R = Dt + V2 + Dj = 673km /-M° 



Rescue**- 


i Modulo : I R fc= 673km, 
I Angulo: 6 - -48° 


PR.2.04, Desplazamfento de un punto sobre la rueda 

Una rueda dc hiciclcta dc radio R = 30 cm., rueda sin 
rcstular sobre cl piso horizontal. En un cicrto instante un 

_ . ._I_ .X _—..I 


punto P de su horde esla cn contacto con cl piso. 

y p 



a) j,Cuil habra sido el 
dcsplazamicnto del punto P 
cuando la rueda haya dado media 
vuelta? 

b) £,Cudl habrd sido cl 
dcsplazamicnto del punto P 
cuando la rueda haya dado una 
vuelta eomplcia? 


SslUQ&n; a) El punto P se desplaza vcrticalmcmc cn 
unj d,slanc ' a ig ual al didmetro de la rueda (2R) Al 
■woiicmpo. como la rueda no desliza. cl punlo P sc 
JESS “ na . dma " cia hori/ " nl '>l igual a la mitad de la 

4l«a„tl C ;r nfCrCnCia (nW) ' l>0r ,aM0 Cl VfCIPr 


b = nRx + 2Ry 
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a, e = W :c O ,0=O.C = V^n-r.R« l( ’' 
h) e >w : COJ0<O. o^ 1 <Tr Obtusingulo) 

,____ ® C3 X 

L cl = 

c) 0 < 90”: cns8> 0.C<JA 2 + B- (Tr. Acu.dngulo) 


PR-2.07. Dcsigualdad triangular 

Para dos vectores arbitrarios A y B. dcmucstrc las 
siguientes dcsigualdadcs: 

a) IA*BI S \A IIBI (desigualdaddcCauchy-Schwarz) 

b) (dcsigualdad triangular) 


Solucldn: a) Partiendo dc la definicifin dc producto 
esealan 

\A*B±\ABcos6\=AB\cos6\ 

y teniendo cn cucnta quc 1 cosO 15 1, cncontramos: 

M*0 15 1/4 1101 

b) Elcvando al cuadrado cl m6dulo de la suma, hallamos: 

\A + B\ 2 =(A + B)(A + B)=4AP + \BP+2(A*B) 

Usando la desigualdad dc Cauchy-Schwarz: 

M*0£MII0l: 

\A + BP31AP + \BP+2\A\\B\=(\A\+\B\) 2 

Por lo tanto, se demuestra quc: 1/4 + 015 1 /4 1+101. Es 
deeir, cn un tri&ngulo, la suma dc las longitudes dc dos 
lados, es mayor o igual a la longilud del (crccr lado. 


A 

Dcsigualdad triangular: 

Respueti 

a) 1/4*01 £ MJI0I 
hi 1/4 + 01 £ Ml+lii 

_ 

PR -2.08. Condlcldn para oemendlcularldad de A v B 

Dcmuestrc quc si la suma y la difcrencia dc dos vectores 
A y 0 licncn cl mismo m6dulo: 

1/4 + 01=1/4-01 

Entonces, los dos vectores son pcrpendiculares. 

1 
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S0Sl^ 


Larclaci6n: M + I implicit que: 


(A + B ) 3 = (A-B ) 2 


65 dCC 1 ,a * M • M + «’= M" ■« 


pcsarrol 


,Hondo ambos lados dc laccuacidn: 

A 2 + 2A>B + B 2 = A 2 -2A>B+B 2 


s , rop lificando: 


4/4 • 0 = 0 


4ABcos0 = 0 


lo tanto: 0 = 90 (a menos quc /4 o 0 sea un_ vector 
rulo) En conclusion, A debe scr perpendicular a B. 


p p.?.Q9, Dlfc rentes comblnaclanes de vectores 



Ims diagonals de un 
paralelogramn son iguales, 
sdlo si este es un rcctangulo 


1/4 + 0 1= \A-B I 
A y B pcrpendiculares 


Scan dos vectores: A que ticne un m6dulo dc6my B 
quc ticne un nuSdulo dc 4 m. iC udl debe scr cl dngulo 
entre A y 0 si queremos que cl mridulo dc (A + B) tenga: 
a) el mayor valor posible? b) el mcnor valor posiblc? 
c) un valor dc 3 m? d) un valor de 8 m? 


Solucldn: a) Para obtener el mdximo valor posible dc 
(A+fl), los vectores deben tencr la misma dircccidn y 
sentido. (Fig. a). El mdximo valor es (6m + 4m) = 10 m. 



~~ ---►! 


b) Para obtener cl mfnimo valor posible de 1/4+01. los 
vectores deben tencr la misma direction y sus sentidos 
opucstos. (Fig. b). El mfnimo valor cs (6 m - 4 m) = 2 m. 




Cl Para quc la suina lengaun ntddulo dc 3 m. primero se 
dibuja a escala cl vector A . Lucgo sc dibuja un arco de 
radio 3 m con centre en cl origen dc A y un arco dc 4 m 

cn * '» (Fig. c). La intcrsceeidn de 

„ . j” s J lerm,,e uh,c « r el punio domic estarS la 

P“nia dc(4 + a) 

C ‘P Vectores ■ o □. Figueroa 



I L-h 

(A + B)min 
(Fig. b) 
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* «euir la hormiga ya la 

h) La ruta mi'corta quc r u ^ / u n!izando un I 

hcmos ballade cn el *J c0 Aqu f cmplcarcmos 

proccdimicnto puramen P hasa do cn cl cilculo X 

un rroccd.m.cnto mas. c n a dc la hnrmiga cn 

difcrencial. La longitud dc la travc 
funcj^n dc j es: 

Pan un mfnimo en L dehe cumpliw dL/dx = 0: 

3L I 2* I 


ve£lor „ que forman la* hipotenusa* del 


A = 2yix2*b : * 2 ^(o- x>2 + h2 


= 0 


Simplificando: 

x :, h 2 -b } )+ x( 2 ab 2 )-a 2 b 2 =0 
U ralz de esta ecuactdn cuadritica con senndo ffsico es: 

-2ab 7 *_ _ab_ 
x = - 2(h 7 -b 7 ] < l ' + l » 

Susutuyendo esia expresidn de la distanc.a * de vuclta en 
la exprrsirtn para L sc obtiene: 

L -i ( ir/ +b2+ h-vh >2+h2 

L = — _ Ibja 2 + h 2 ♦ 2hb + b 2 + h>l a 2 + h 2 + 2hb + b 2 / 

<h + b) 

L-^a 2 + h 2 + 2hb + h 2 



C n “ ,nt f. i/?Cvc» n 
,n^ uK ^ 

in dod P^ucw 


5 f-fl y 


HC = c + a 


esealar. y cn virtud dc que c = o. sc 


Tom 31 

0 N« cnc: 


rc.rc^-dHc^ 2 - 2 ^ 


PR- 2 . 1 L Trlingulot Inscritos §n un tBmlefrculo 

Dcmucstre que lodo triingulo inscrilo cn un semicfrculo 
debe scr reclingulo. 


Solucldn: Considcrcmos cl tridngulo ABC inscrito cn cl 
scmicfrculo de radio a y con ceniro cn O. Scan los 
vectores radiales: 

OA=a = -OB y OC = c 


Dc modo que sus mddulos son: OA = OB = OC = a = c. 
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,| vector AC es perpendicular al vector HC 
per la 'T.^mdo que el triingulo BCA. inscrito en el 

^^ireuloesreciingulo. 


s cmici r 



£££12, Art* d* un ptrUHogrtmo 

_ DUC cl rnddulo de un producto vectorial de dos 
A v es numiricamcnte igual al Area del 

’'SSww* forn,ado p ° r l0S doS veC,oreS con ’P° nemes 

como lados. 


a ) = d m =flj + fty + fc- 

b) Lm =y[a 2 + b 2 +hi 
L h zz^ + fb+hj 1 


Sotuti&U Considcrando los vcctorcs Ay B como lados 
^PaHogramo, la aliura h represenia la proyeccidn del 
vccior B que cs perpendicular al vector A. El irea del 
panic logramo cs cntonccs: 

Area = Ah = A(Bstn9) =M x B M B x A I 

Por lo tamo, cl irea del triingulo formado per los dos 
vcctorcs y la linea gris que unc sus puntas cs: 


AA = -\AxB\ 

2 




PR -2 J 4 . Producto mlxto y volumon do psralelepfpedo 

a) Dcmucsirc que cl volumen de un paralclcpfpedo cuyas 
ansias estin representadas por los vectores: A, By C, 
vicnc dado por cl mrtdulo del triple producto: A • B x C 

b) Halle el volumen del paralelcpfpcdo formado por los 
vcctorcs: 

A-i*2y-L + C-.f-v 




Beauunatt; 


j Area paralelogramo = \AxB\ 


- —Cap. 2: Victor*! • O D. Figueroa 

O D. Figueroa • Ctp. * u 
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l6n .„ oe .cocrdo .1 «««*"“ an,cn ° r Cl dC 
b base del paraleMf*’*" 

Arc* delate = 

Altura: 

i victor \ y cl vector BxC. 
lw In time, (i ^°"* n *' p w r ^ 

(A~ »»«««”'= 

ires vectores A. By C- 

b , Aplicmdo U cip.csidn para cl product, 
coordenadas cartesianas, sc oblicne. 


^ • /? x C = 


El volumen del paralclcpfpcdo es cl m6dulo dc cslc 
producin'. 

M»flxCW 1 ( 0 + I(- 2 ( 0 - 1 )-1(0-1)1= 4 unidadcs 


o mixto cn 


A, A r d 

B, B y B 

II 

1 2 -1 

0 1 1 

c, c, c 


1 -1 0 


P R-2.15, E*to» ties vc cl ore 3 quedan en un piano 

a) Dcmuesirc que los Ires vcctorcs siguientes quedan en 
un mismo piano: 

A - 2i + i, B-3y + Az, C = Hi - 3y 

b) Exprese el vector C como una combinacidn lineal de 
los vcctorcs A y B. 


Soluddn: a) Dc acuerdo al problcma anterior, el 
producto mixto nos da el volumen del paralelepfpcdo 
formado por los vcctorcs A, By C Si estc volumen 
rcsulta nulo. ello indica que los vcctorcs quedan en un 
mismo piano. En cfccto: 



A 9 b x 


c*o 


o I 

3 4 

-3 0 


-:<4x3)MD(-Hx3)-A 




escribir la relacldn vectorial 


C = aA + bB 
H 3 v + 4£> = 2ax - Vry ♦ (a + 4 b)z 

* * 


I A • B x C I - 

ran ' M <rv'j l , i - 


„ r las consumes, .gualamos cl valor dc cada 
fUra ham* ^ Jc csta ecuacidn: 

+ 0 = 8 . - 3 A= 3 . a+ 4 b =0 


^contram 05 


,s:fl= 4 >' b = -\ 


gg_2j6j g rccrcm. delsenomediant,e veeloree 

ntcdlantc cl cdlculo vectorial cl teorema de los 
^nMcn los triingulos pianos: 

_A _ _B C 

j*vicr snip seny 


Betpunta 


a) 4 • ft x C = 0 
h) C = 4A-B 




V = 1/WflxCbw, 


intuit 


SoluMm l-os ,rcs vec,orcs mostrados cn la figura 
(ormancl triingulodado y su suma debe scr ccro: 

, A+H*C=0 

E/ectuando cl producto vectorial dc A por cl rcsultanlc 
dc Ij suma. 

Ax(A + B + C) = AxA + AxB* AxC = 0 
Como A x M = 0, cntonccs: 

AxB = -AxC = CxA (I) 

Igualmcnie, efcctuando cl producto vectorial dc la suma 
scctonal con B sc obticnc: 

(At B+C)*B = AxB+BxB + CxB = 0 

AxH=-CxB=BxC (2) 


SO 


c D F-gucroa ■ OP* ^ *** Flgu.ro. 
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Dc las ccuacioncs (I))' (21 >c deduce quc. 

Axfl = Cx,i = BxC 

Pem A x fl = ABitnfX- y) = Mirny, etc... Por In lanlo: 

ARseny = CAsmfl = BCsenCt 
Dividicndo por ARC sc ticnc: 


seny _ senP _ sena 
~C R * 


Por lo tantrv 


JL = JL = — (cqd) 

sena serif) seny 


PR-2.17. Seno y coseno de la auma y da la dlferancla 

Deduzca las rclacioncs trigonomdtricas del seno y del 
coscno dc la suma y difcrcncia dc dos Angulos. 

a) ensfa ± P) = cusacosp + senasenP 

b) senior ± f)) = sene r cosf) - cosasenP 


Solucldn: a) Considcrcmos dos vcclores unitanos. A y 
R quc quedan cn el piano x y y forman Angulos or y P 
rcspcctivamentc con el eje dc las .r. En lArminos dc las 
coniponcntcs rcciangularcs, cslos vectores sc pueden 
expresar en la forma: 

A = cosed + senay 


B - cos PI + settpy 


Podernos escribir el producto esealar dc A con R de dos 
maneras diferentes: 


A • B = (cosou + sena\’)*(cospi + senpy) 

A»B = cos a cos P + senasenP 
A*B=\A\\R\cos(a-P) = cos(a-P) 

Igualando las dos expresiones, se tiene: 

cos(cr-/J) = cosacos/) + senasen/J (cqd) 






Tam 1 




(K |rfatnc« sUJUWlf en esla eepresirtn ft por -ft 


sen«sen/J (cqd) 
lo I is dos formas dc expresar cl producto 

.s.dcrando las 


//.-enernos: 

. atonal a 

y ; l 

7 i it (r.= 


vecini 

a'*" = 


„»a ■»<«« a = (cosasrnft-stnacn,ft)i 

cot ft irnP 4 


IxBdAHBIsenfa-ftH-z) 


|pia,ando la» dor expresiones. 

,tn(a-ft) = senacosft - cmasenft 


(cqd I 


mbj<n podernos susliluir cn esla capresidn ft por -ft 
itnla *ftl- senacotft + cma.trr.ft (cqd) 


Ressutsu: 


a) cosf a * pi 

COSQi 

a±P> 

senacosp t ensa send 


= cases cosP + senasenp 
b) senfa ± p) 


E&&1& 


009 rectas quo son paralelaa. 


Dcmuestre quc la recla 4 quc pasa por los dos puntos: 

A t M. 4.2) y A 2 (3. 10.-10) 

Es pjralcla a la recla B quc pasa por los dos puntos: 

/?! (4.-1. 5) y (6. 2.-I) 


polueten: Si las rectas son paralelas, los vectores que la 
dcflncn deben lener la misma dircccidn, dc modo quc sus 
ccmponcntcs deben scr proporcionalcs. 


Para h recta A. cl vector cs: 

4^ = [3-(-l))i + (10-4)y+ (-10-2): = 4i + 6y-ll£ 
Para la recta R. cl vector cs: 

5/57 = (6-4)i + [2-(-l))y + (-1-5): = 2x + 3v-6: 

Es deeir: A t A 2 = 2BjR^ 


Como los vectores son proporcionalcs. las dos.lfncas 
rectas deben scr paralelas. 
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Rcagueata; 


A l A 2 =2B t B 2 
Las rectas son paralelas 
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PR-2.19. Dos rectas que s on perpendiculars. 

Dcmucsirc quc la rccia A quc pasa por los dos puntos. 

A t (4. -1,5) y.A : (6.2.-1) 

Es perpendicular a la recta ii que pasa por los dos puntos: ; 
/J/(!,6,4)y/? : (-2.4.2) 

1 


Soluclon: Si las rectas son perpcndicularcs, cl producto 
esealar dc los vectores quc la definen debe scr nulo 

Para la recta A. cl vector cs: 


Ai A 2 = (6 - 4)x + [2 - (-1 )]f + (-1 - 5)£ = 2x + 3y - 6: 

Para la recta /?, cl vector cs: 

B,B : = (-2 -1 )i + (4 - 6)y + (2 - 4)£ = -3* - 2 v - 2; 
Ahora calculamos el producto esealar 

A/A 2 • BjB 2 = (2i~ 3y - 6£) • f-3.r - 2y -2:) 


A,A 2 *B i B 2 =-6- 6+12 = 0 


Resulta nulo y por lo tanlo. las rectas son perpcndicularcs. 


Bttoutn 


AjA 2 9 BiB 2 = 0 

Las rectas son perpendicular, 


+ XV,=-J+ 2 * 

j*IO + AV ' 

r .jo** v r al ' x 

, eI narlmciro ).cn cada «na dc es.as .res 
pcsr : i 3nJ " •' alando los rcsul.ados. cncon.ramos: 

j + j i_ v = LZ^- (ecuacidn dc la rccia) 


Vector paralelo e uno y perpendicular a otre 


padoslos^vcCorcsP.Oyfi: 


R = 2x + 3y + ci 


f.oi+iy+K- C =4i + 2> + : 

Hllk w cons.an.es u.byc P ara quc el vector P sea 

f^lclo a 0 y »' mi5m0 " empo 5ea [ * rpcn<] ' c 3 


cnludto Para que los vccorcs Py Qscan paraldos.el 
pnxluc.o vectorial debe scr nulo. 



i 9 * 

PxO = 

a 2 b 

4 2 1 

2-2i» = 

0 => b 


fc=l. 


a- 4b =0 


a = 4^ = 4 


Bubushjl 



PR-2.20. Recta que es paralela a un vector 

Halle la ecuacitin dc la recta que pasa por cl punto dado 
PfX-3. 1.2 ) y es paralela al vector. 

V = 2x-y + 3z 


Por otra parte, para quc los vectores P y R sean 
perpcndicularcs. el producto esealar debe ser nulo: 

P*R = (ai + 2y + bzK2i + 3y + cz) = 0 


2a + 6+fcr = 0 


c 


2a + 6 
b 


-M±a = _ 14 

t 


Rnpwsta: 

1 a - 4. b= 1. c = -14 | 


Solucldn: Steiodo a) Segun sc ilustra cn la figura, cl 
vector de posicidn r dc un punto gentfrico dc la recta 
P(x,y,z) sc obticne sumdndolc al vector dc posicidn del 
punto fijo Po. cl vector XV quc es paralclo u dicha recta: 

r = \) + XV 

Sicndo X un parfmclro. Esta ecuacidn vectorial cquivalc a 
tres ccuaciones cscalarcs para las components: 
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ER"2i22i Dlstancla da un punto a una recta. 

a) Halle una expresidn vectorial para la distancia dc un 
punto Prfxo, ya a una Ifnca rccia quc pasa por los 
mov.P t (x,, yi .z,)y P 2 (x 2 ,y 2 , Z2 ). 

b) Halle la distancia del punto P 0 { 3. -3. 1) a la recta quc 
^ P° r los puntos: 

M2.3,2) y P 2 (4,- 3,5) 

^2; Victor*.. od. Fl 0 uoroa 
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Solucldn: a) En la ligura sc mucsiran los dos vectors* A 
y H quc concctan los punlos dados: 

A = PiFo v 

Considcrando cl tridngulo rccldngulo mostrado. sc 
obscrva quc la distancia d buscada cs justamcnte: 


d=\A\scnB 


\A \\B\sen0 Mxfll 


101 1^1 
b) Espccfficamcntc para los punlos dados sc licnc: 

A = P^P 0 =((2-3) i+(3+3) )'+( 2-D £] = -*+6.v+£ 
B = T)K = [(4-2) i+(-3-3) v+(5-2) £] = 2.f-6v+3z 


AxB = 


x v z 
-I 6 1 

2 -6 3 


= 24i + 5y-6£ 


Recmplazando cstas cxprcsioncs cn la formula anterior, 
cncontramos: 



irrn al a nnibas rccias cs: 



j) 

•rfior unimno perpendicular cs: 


= 4.t-2v-£ 


4.c - 2 v ~ ^ 


Ai-ly-z 




_ Mx£l_ + = ^37 = Vf3 unidadcs 

ifli 


PR-2.23. Distancia antra dos Ifneas ractas 

Determine la distancia entre dos Ifneas rcctas definidas 
rcspcctivamcntc por un punto y un vector a Jo largo dc 
ellas: 

Recta I: P( I .-2,1/2) A = 2x + 3y + 2z 

Recta 2: (?(-2. 2.1/2) B = -x-2y 


Solucldn: La distancia buscada es la proycccidn del 
vector PQ a lo largo dc un vector unitario n que sea 
perpendicular a ambas rectas. El vector PQ que une los 
puntos P y Q es: 

PQ = (-2x + 2 y + zJ2)-(x-2 y + £/2) = -3i + 4y 


Centre las dos Ifneas rcctas cs la proycccidn 
u disPnca ^ d vcc|or unitario n : 
del vc*< or 

. 4j_“2v-f -12-8 , 20 

^2l TFT 




a jrf-ii**! 
101 

b)rf=Vl3 


flwo <t<» « perpendicular a un vector 

Hdlc la ccuacidn vcclorial dc un piano quc pasapor un 
‘Zpo<>» *> y « perpendicular a un vectorAT. 
b) Halle la ccuacidn del piano quc pasa por el punto 
Po 12,3,0) y es perpendicular a I vector /V = 3x-4y + „ 


a) Considerando el vector de posicidn r de 
un punto gcn^rico cn el piano P(x.y.z) y el vector de 
posiertn ^ del punto fijo Pcixo.yo.Zo), podemos formar cl 
sector diferencia (r-ru) cl cual estard ubicado cn el 
piano. 

Si tomamos cl producto esealar dc estc vector con cl 
vector normal <V, debe dar cero por ser los dos vectores 
perpendiculares entre si: 

, (r -ft)* N =0 

Eitaes la ccuacidn vcclorial del piano. 

I>) Recmplazando cn csta expresidn los vcctorcs: 

'b-O/Wi + Jy r = OP = xr + v v + ZZ 

lr ~'*> , H=l(x-2)x + (y.3)y + zil(3x-4S' + z) = 0 
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■C+*"** ^*•' Vectoret *CO. Figueroa 



BcsDuutn; 


d=\PQ*t\=*L 

_V2I 
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(x - 2)(3) ♦ (v * 3)(-4) + :(1) = 0 
3r - 4v + : =- 6 


Esin ccuacirtn define cl piano que cs perpendicular al 
sector f3i-4y*£) y pasa por cl punto (2.3.0). 



PR-2.25. Plano que contienc trespunlos 


Halle la ccuacirtn del piano que pasa por los tres puntos 
siguientes: 

412.1.3 ).mi.I )y C(4.2.l) 


Solucldn: a) Como los vcctorcs AB y AC quedan cn cl 
piano, su producio vcciorial cs perpendicular a dicho 
piano: 


4fl = (0-2)i + (l-Uy + (l-3)£=-2x-2£ 
AC = (4 - 2)i + (2 - Uv + (1 - 3)£ = 2.r + y - 2z 


v z 

N = ABy.AC = \-2 0 -2 =2x-8y-2; 


2 1 -2 


Si fijamos uno dc los punlos. por cjemplo cl D. podemos 
construir el vector BP con cualquicr punto arbilrario del 
piano P(x.y.z): 


BP °(x-0)x + (y-l)y+(z-\)z 

Aplicando la condicidn dc pcrpcndicularidad: BP*N =0 
lxx + (y-\)y + (z-\)zJ*( 2 x-Ky- 2 z) = 0 
2 x-Uy-J)- 2 (z • I ) = 0 => 2 x- 8 y- 2 : + IO = 0 



Ptsputn 


jr- 4 y-:l 5 -jJ 


PR-2.26. Derlvada de un vector 


Sea A(0 un vector que cs una funcidn de un pardmetro /. 
Demostrar que: 


a) Si A cs constante en dircccidn. cntonces: A x ~ = 0 


b) Si A cs constante en mddulo. entonccs: A • — = 0 

at 


vecl* 


4 un vector unitario cn la direccidn del 
^ S ” ir ' ,i = A/A . La derivada dc A «: 


,7 ,/ , d/'t : dA 

‘Ji = —<AA) = A— + A — 

7, <« J ‘ 


- es consume cn direction, entonccs A no varf. y 

(cnemos: 

iT -it „ ^ = A X A^ = A^(~)=0 

^Ua-t ^ dt dt A dt 

ill dt 

w 5l a cs constante cn mddulo. entonccs A- 1 lamb.dn lo 

serf. >' tenemos: 


£ a i=2-<a*a) 

dt dt 


i — — (1A dA t . ~r (IA _ 

= iM.,U=d.- + -M = -d.- = 0 


PR-2.27. Vector de modulo constante en el tlempo 

PjJo cl vector A(t) = alcoswtx + senary-). dondc ay to 
wn constants y / cs cl tiempo. 
j) Determine cl mddulo de A. 
b) Demucstrc que 4 y dA/dt son pcrpendiculares. 


Solucldn: El modulo del vector 4 cs: 


l/i N^4f + Ja* cox 2 ax + a 2 sen 2 ux = a 

Como cl mddulct de 4 cs constante. 
b) La derivada dc 4 cs: 


dA d 

dt = ’jj a * cosaM * + senary) = a up -senaxx + cos wry) 


Tomemos cl producto esealar. 


7 9 dA 

dr ~ a( ^~ scn (ixi + cosioty )• afeosaxx + senuxy) 


2 

dr ~ a ~‘°t~ srn(Ul <'< f stut+coswrsc/iwt) = 0 
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Reapueata 


: - dA 

at 4 constante => Ax— = 0 
dt 


b) 4 constante => 4 • — - 0 
dt 
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Luego los vcciores A v dUdi son pctpcndicularcs. Eslc 
rcsultado era dc espernr. ya q uc sc £ l,n cl prob cma 
anicnor. lodo vector dc mridulo consianic cs siempre 
perpendicular a su dcrivada. 


PR-2.28 . 0 cenfro dc la escalcra describe un arco de 
clrcunterencla 

Una escalcra AB dc longitud L cstA apoyndn con tin 
extremo snbre una pared vertical. Cuando la esealeni cac 
dcslizando por la pared y por cl piso, dcmucstrc (|uc su 
punto medio P describe un arco dc circunfcrcncia dc radio 
L/2 con centro cn 0. 


Solucion: a) Dc acuerdo al diagrama vectorial rnostrado, 
podemos cscribir para cl vector All a lo largo dc In 
escalcra: 

AR=OB- OA = Lcos dv - Lsen0v 
El vector posicirin del punto medio P cs: 

r = OP = OA+ — AB = Lsend)' + iv - scn0y) 

r - ^{enstix + senQy) 

L I —7“- T~ L 

I r —tJcos q + jcn“ 0 = — 

Es deeir, cuando la escalcra desliza por la pared, el punto 
medio P sc mueve en una circunferencia de radio L/2. 




|a)IAI= fl = c 
]h) A y 


PR-2.29 . Vectores y rotacldn de coordenadas 

Scan dos conjuntos de coordenadas rcctangulares 
cartcsianas en un piano: los ejes (x\ y’) estAn rotados por 
un Angulo 0 rclalivo a los ejes (x. y). Si considcramos un 
punto P. el vector posicirin r (dcsplazamiento desde cl 
origen O). es el mismo pern sus componentcs segtin los 
ejes, son distintos. Dcmucstrc la siguientc rclacirin que 
existc entre cstas coordenadas. 



Rcspvtn 


a) Radio dc la circunferencti 


I }±L/2 


x'= .r cnsO+ ysenB 
y's-xsenO* ycosO 


'^^Tiirniino' <!' lo ’ lin » ,,los 0y0 l’ odem '” 
ideiwto on nmbns sis.cmnv 

‘■‘ Cr ' t ’ ir . v = rsenO 

jzzreosO 

^rco^-O) y‘= rsen(i-O) 

cos(0-l» = ensOcosO+sentoenO 
oWiene I 3 componen.e 

A 01- reosdeosO + rsendsend = xcosQ + ysenB 
I 'srcos(d~ v ' 

S m.lanncntc. usando la identidad tngonomdtrica. 
se n( 0 - 0 ) = send cos 0 - cos 0s en 6 

ttobticne la componente y': 

- nmid-0) = * ^npcos0-cos0sen\9) = y coji 9 - xsci m 9 


p fl-2.3Q . Invarlabllldad de operaclones vectorlales 

Cuando los ejes dc coordenadas son rotados (o 
[osladados). una magnitud fisica representada por un 
vector no camhia. y sc dice que es invariant. Dc la 
misma manera. las Icycs ffsicas expresadas cn ecuaciones 
vectonales son indcpcndicntcs dc la cleccitfn particular 
del sistema de coordenadas. Para dos vectores A y B 
dcmucstrc que. bajo una rotacidn de ejes a un Angulo 6. la 
suma A + B cs invanante. 


Soluddn: a) Si cscribimoi cada vector en tdnninos de 
jus coordenadas (x\ y'j: 

A = AcosClx'+AsenCty' R = Rcosflt+BsenPy’ 

La suma en cstc sistema: 

M+By=(Acosa+ RcosP).x'+(AsenCx+ BsenP)? 

Be acuerdo nl problcma anterior, las relacioncs entre los 
I,• yl «m Unilar * WS Cn *' 5lcma del sistema 
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Respuesta 


x/=xcos9+ \sen9 
y~-xser.8~ \cos6 
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VERIFICA TU COMPRENSldN 


,f= xcosOa vicnO ?=-*'n 0 *yco,0 


Sustituyendo estas csprcsioncs. sc obticne: 


(A* B)‘=(Acntn+ BcoiPl(xcos0+ vsenB) 

iy 

HAsrna + llsenP)(-isrnO+y cnsO) 

v'! / /T 

=ilcos0(Acosa+ BcoiP)-senB(AsenaA B<mP)l 

V' / S* 

+;•/ senB(Acasa+BcosPl+cnsOIAsrna + BsenPtl 


H AtcosOaua-senOAsena)+BIcosBcnsP-senOsenPH 

i 

i 

i 

+yl At senBcosa* cosOsena I + B<stnOcosP+co,totnp)l 

(A + B)’= ( A(cos{0+ (i)+ Bcos(0+p)l * 

+[ A(scn(0+a)+ B(0+PHy 

(A + B) = (A x + B x )x A (Ay A By)v = (A + R) 

La invariabilidad de cualquicr operation vcctonal cnlre A 

Rcspvttu 

y Jj cs consccucncia dirccta del hccho dc que, bajo la 

roiaci6n no cambia ni la magniiud dc los dos vcclorcs ni 
tampoco cl dngulo entre cllos. 

m+^m+ST] 




nf-ZSi-' eln ' 6dU, ° 

del sis<cma dc coordenadas. 

jlM*"" 6 ™islliv<’° negati' 0 . 

[)) puc‘ lc 5C . P | C <u s tomponcnics cs nula. 

0 » CCr " ” 1 nor que cualqu.cra dc sus component, 

;;^c'‘’ a " ,cnorescof,ec, °' 

j|I/i+ ij,« n.ayor^M'.omayorque.fll. 

,l pwde rcsuliar cualquicra dc lo anterior. 


gg : 2 i Q3. Ccnelusldn Incorrecta 

t Cuildc las siguientes conclusiones cs itxcorreaal 

3 )Si A*fl = A*C . ententes: fi = C 

h)Si AtB + C-O, enionccs: AxB = BxC = CxA 

c)Si 1.4 + B I = M 1+1 B I cnionccs: Ax B = 0 

di Si At R + C = 0. los ires vectorcs quevian en un piano. 

el Si A x B = C, enionccs: I Cx A I = I C II A I 


i/n ingulo especial 

Dot vectorcs guardan las siguientes rclacioncs: 

1-11= \B\ y U-f Bis \A\ 
i ’">lerai« cuncluir quo cl itngulo cnlre A > Bey 

')W, d) 120 s . e) ISO' 
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PE-2.05. Una pregunta de pure Idglca 

Un cxplorndor sale dc su licnda tic campana > rta,l “ *** 
dcspla/nmicntos Primcro camina 5 km <-n 1 r 

hacia cl Mir. luego 5 km cn dicrtccirtn hacia cl cs 
finalmcntc. 5 km cn dircccidn hacia cl notlc - 
cxplnrador qucda vorprendido ps™l uc hj l,cpado 1 c nUL 
a su licnda > all! cncucntra un oso comidndose su tonn a. 
La prcpunia cs ( de qu£ color cs cl oso. 

a) Negro. b) Blanco. c) Gris. d) Marrrin 





i. Anguf° e 


.1 diaP^ 
Si fn L 

lf cP^ n 


( je vectores mostrado. efectuamo* la 




PE-2.06 . Rcsultante de dos desplazamientos 

Cuando sumamos un desplazamicnlo dc mrtdulo 8 m con 
otrn dc mddulo 5 m. cl m.Vlulo del vcclor rcsultante 
podrfa scr 

a) I m b)2m. c)3.2m. d) 13.5 m. c) 15 m. 


PE-2.07 . Operadones vectorlales no detlnldas 

Enlre las siguicnlcs opcracioncs con vcdorcs, 6 cu41 cs la 
unica que csli dcfinida matcmSticamcnte? 


A»H 


b,^ 

BxC 


c) 


d) A*(BxC). c) AxfB'C) 


EE^OS. Poslcldn delpunto medio de la recta 

En cl e&qucma moslrado. A y H son los vcciores posicirin 
de los punlos a y h. ^Cu4l serfa cl vector posicirin C para 
cl punto medio dc la recta alt 4 ! 


- A + H 
a)C = ——. 


d,C=^. 


b) C = 4 + «. 


c) C = A-~ 


c) C=A+~, 


. C uil 

j)90'- 


a+h-c 

cri cl ingulf- entre cl vcclf.r rcsultante y el vector 
b)53l* c) 45* d) 36.9* e) 30* 



a)cero. 

d) 3i + 3y. 


e) 3.t- 3y 


££- 2 Jl. Vectores paralelos 

Dc entre los cinco vcciores siguicnlcs, hay tres que son 
paralelos, guiles son? 


aMJyC 
dl/i.Cy b 


b) B, C y P 
e) A, Py E 


c) A. By P 


PE-2.“12- Vectores ortogonales 

k* vcc,orcs ^ >’ B csUn expresados cn tlmiinos dc 
iwimctro A. Para que cstos vectores scan 
Popcndiculaic, entre si. cl valor dc A debe scr 

)U>, ° 1 b ) so| o*l c) solo 2 d) - I 6 2 c) -2 6 2 
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L codes el vector resultants 7 

. eIBa adjunto. 6 cu4l es el vcclor rcsultante de la 
^.deestos vectores? 

b)6i. c)6y 



6 x 


A = 2i-ly + 4£ 

B - 4.f-2y +1: 

C = 2i+5y-8£ 
D = -i-f 0.5y-2£ 
E = 4i-2v + 8f 


/4 = Ar-2y+£ 

B = 2^i + Ay-4; 
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PE-2.13. Vector posIclAn y vector relocldad 

Si r cs cl vector posicii'n dc una partlcula.) > - tlr/dt 
CN su vector vclocidad. cntonccs para cl pnxluclo cscalar 
sc cumple: 

n)v»r = rlj t ) b) ' m ~ r = ^ c) » » r = -f—r -) 

d) y.f = -(-r ! ) c)Ningunadc las anteriorcs 

dt 2 


PE-2.14. Producto vectorial Igual a producto cscalar 

Si A y B son vectores no nulos talcs que \A x B 1= A • B 
cntonccs cl Angulo entre Ay B cs: 

a) O’ b) 30* c)45* 90 ’ 

c) Ningtin Angulo posiblc 

Mxflfe/i.j 

PE-2.1 5. Cuadrados de productos vectorial y escalar 

iCuAl cs cl valor dc la expresidn: (A x B) 2 + (A • B) 2 ? 

a) ^A 2 B- b) A 2 B 2 c) 2A*B 2 

d) -A : B 2 e) 4A 7 B 2 

4 


PE-2.1 6. Dos observadores. dos vectores de poslcldn 

La posicidn de una (ortuga en la piaya cs determinada por 
dos observ adores cn un cicrio instantc: 

0 ^- 

Tomando ejes de coordcniJu 
paralclos. sus mcdiciones dan. 

A: 7j\ =f4i + 3 y) m 

B: rji = (x-y) m 

(j CuAI cs la distancia entre losAi 
observadores? 

a) 1 m. 

b) 2 m 

c) 3 m 

d) 4 m 
c) 5 m 
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hi 45'. 


d) 135". e)l8(T 


t* cuin, °’ pa5 ° 5encuen,n ‘"'”° ro? 
„ploradores siguen las siguiemes 
Linos n" 10 uhjcaf un SU pucslo Icsoro: A partir de 
in ,uucci<’ ncs u j4 paws rn i a direction Nor-Este. 

b u'Jtos hocio el Sur yfmalmente. 7 pasot at Estc. 

I aAflt 1 4 F l 


^CuAntos pasos aproximadamente. 
hay directamente desde la mata de 
coco hasta cl lugar domic estA 
Icsoro enterrado'’ 


a) 5 pasos 

b) 8 pasos. 

c) 11 paso* 

d) 14 pasos 

e) 21 pasos 



pE-2.19i Vector (A-B) perpendicular al vector A 

Un vector A licnc mddulo 3 y forma un Angulo dc 45* 
con un vector B ^CuA! debe scr el modulo de[ vector B 
para que cl vector ( A - B) sea perpendicular a A ? 

a) J\i, b)4. c)%/i2. d)5. e>V5T 



PE-2.20. Clnco vectores con igual modulo y a 45* 

Conjulcrc cinco veciores dc nuSdulo A. Partiendo del 
origen tic coordenadas sr coltKan a inlervtlos dc 45° 
tlestle 0 = 0 hasia $ = 18(F. El nuSdulo del vector sunta cs: 

,)n ^‘ b) 2 V 2 . d)(l + 2%/2M 




^ 2: Vectores - O D. Figueroa 
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P E-2,21 . Rclaclones de productos de vcctores 

i.CuAI dc las siguicntcs rclacioncs cntrc produclos dc 
vcctores nn cs corrccta? 


a) A«flxC = AxR*C 



b) (AyR)xC=Ay(RxC) 



c) {A + B)*{A-B) = A 2 -B 2 



d) (A + B)x(A-B) = 2RxA 



PE-2.22. Formando un oarateloaramo con dos vcctores 



Scan dos vcctores A y R con el mismo origen 0 y cn 
ladns ndyaccntes dc un paralclogramo. Si M cs cl punto 

Af 


medio del lado dc A . ( *,cuAl cs cl vector desplaz.amicnto 
OR. expresadoen lArminosdc los vcctores A y B ? 

ML, 


a)0? = |a + |b. b) OP = ^A + - } B. 

c )OP = ^A+^B. d) OP = -jA + jfl. 

0 

B 



r iM EMATICA RECTILINEA 



la rama dc la ffsica dcdicada al estudio del movimientn dc los cucrpos; dc In que 
u m cci n,ca c * ^ ‘ uc lo afL . cla> Usualmcntc sc separa csic cstudio en dos Areas: La cincmAtica y 
,opr° dUCCy m! incmaiica sc ocupa dc la geometrfa del movimicnto. es dear, la dcscripeidn 
|j din 4 ,n * ca * sc mueven los objetos sin prestar ntcncinn al molivo por cl dial ocurre dc 

m aicmi tica t,c f ^ inada dinAmica permite aclarar la cucstidn dc por que cl movimientn 
uiu forma ^ stc n0 d c oiro modi) (su relacidn con las intcracciones). Un nbjeio puede 
jranscun-f d«- cs L ^ ( j os mcH j 0 s diferentes: por traslacum teambio dc Incali/acirin) o por 
mover# M . j c orientacidn). o por una combinacidn dc ambos. En csta unidad cstudiarcmm 
relation (cam ' dc lras | at; idn. En un cucrpo rfgido que sc traslada. todas sus partes 

(jnicanicntc * ^ carn bio dc posicidn y sc mueven con la misma traycctoria. Dc modo que. 

experiment 3 ^ ^ ^ representativo cn cl cucrpo para desenbir su movimicnto dc traslacidn. 

P 0 ^ 1110 * ' 1 ..1 nbicto ruede scr considcrado como una panicula. Comenzaremos cn 

p< en cstc scntioo. que n j » , , , 

. con c j C studio del movimicnto cn su vcrsidn mas simple, cs dear, cl que transcurrc 
cs,ctal \ una ifnea recta o cn una dimension del espacio. Sc introduces algunas dcfinicioncs y 
J,jrP °tos basicos talcs como posicidn. dcsplazamiento. velocidad y acclcracidn. y sc cstablcccn 
iTrelacioncs matcmAlicas cntrc cstas magnitudes fisicas y el tiempo del movimicnto. 


CAP. 2: RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS 



a 

b 

c 

d 

e 

2.01 





J 

2.03 






2.05 


/ 




2.07 




J 


2.09 


J 




2.11 





J 

2.13 




J 


2.15 


J 




2.17 



J 



2.19 

✓ 





2.21 


J 
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n 

b 

c 

d 

c 

2.02 





J 

2.04 




J 


2.06 



/ 



2.08 

J 





2.10 


J 




2.12 




J 


2.14 



J 



2.16 





J 

2.18 

J 





2.20 



J 



2.22 




J 
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En cate capitulo Ud. encontrard aspect os relaclonados con: 


• Vector posicidn y vector dcsplazamiento 

• Rapidez. media 

• Velocidad media y velocidad instantAnca 

• Acclcracidn media y ncclcracidn instantAnca 

• Movimicnto unidimensional con acclcracidn constantc 

• Cucrpos cn cafda librc. 

C »P. 3: ClnemAtlca Rcctllmea - © D. Figuoroa 




























































Iffll m PRINCIPIOS fundamph^ 


MARCOS DE REFERENCIA Y SISTEMAS DE 
COORDENADAS 

Para quc un obscrvador pucda ubicar un nbjcto cn cl 
cspacio, ncccsita un marco de referenda. Es deeir, (c c 
sclcccionar 

• Un objcio dc referenda (cl origen 0) 

• Dircccioncs cspccificns (o conjunto dc ejes .r, y, z) 

En un mismo marco dc referenda pueden cmplcarsc 
difcrcnics sistemas de coordenadas, cs deeir. diferentes , 
maneras de especificnr la ubicacidn de los pantos del 
objeto cn rclacidn al origen y a los ejes. 

El sistema quc mas frccuenlcmcnlc utilizarcmos para la 
descripddn del movimiento es cl sistema dc coordenadas 
cartesianas. Los otros dos sistemas de coordenadas 
iinportantcs en ires dimensioncs son cl cilfndrico y cl 
esfdrico. 


VECTOR DE POSICION 

Si cscogemos un punto Pf.r.v.z^ para representar un 
objeto, su ubicocidn cn cualquier momento cstd 
especificada por el vector de posicidn r(t} en un 
determinado marco de rcferencia: 

La funcidn r(t) conticnc toda la informacidn accrca del 
movimiento. Permite conoccr ddndc sc cncontraba el 
objeto cn cualquier liempo pasado y predeeir ddndc sc 
encontrard cn cualquier ticinpo futuro. 

Sc puede expresar cl vector dc posicidn r(t) cn tdrminos 
dc los ires componcntes escalares que son funciones del 
tiempo: 

r(t)=x(t)x+y(t)y + z(t)z 

Siendo i. y, : los vcclorcs unilarios a lo largo dc las ties 
dircccioncs ortogonalcs. 



Sistema de coordenada , 
cartesianas 


Trayectoria , 

V 


P(W) 




fy- 7 > 

J 

r~' 

Vector de position 

rtOaxiOx + yaiy** 1 * 


(ACI onespabametricas 

tCV* ^ y(f) y ztn dcscripciones 

func'° ncs | J m 0 V,nucnto a lo largo dc cada una dc 
cartesianas. Estas funciones dependen de 
,nU f ' n ord cn ‘ ,tJ ‘ lS .- rm ', n el tiempo t y sc denominan 
|A< variable t ‘ nummiento. La variable 

el — - 


TflA ve cT0RIA 

• jeebraica de climinar cl pardmetro tiempo 

u ®l’ e,sC, *^cs paramimeas del mov.miemo: r = it,). v 

Jc lasproduce una ccuacirin quc expresa la 


s r HU J x p|f ci ia entre las coordenadas cartesianas en 

3q!"rmomen.o. 

. lra vectona cl lugar gcometrico dc las 
Sc %|Ci(ine5 quc va ocupando cl mrivil cn cl 

«* es ! va# P ^ pun|os quc va ocupando cl mdvil cn 
^ c '°' s instantes quedan en una linca curva. la 
§u cesivc* ^ curvilfnea. Si los puntos quedan en 
W*'™ rcc , a *. |a trayectoria cs rcctilinea. En cste 
cap'liulo nos abocarcmos al cstudio del movimiento 

rrclilfnco. 


POSICION EN EL MOVIMIENTO RECTILINEO 

Cuando el objeto sc mueve cn una trayectoria rcctilinea. 
conviene clegir el marco de rcferencia de modo quc uno 
de sus ejes (por cjcmplo, cl eje x) coincida con la 
direccidn del movimiento. Dc esta manera cl vector dc 
posicidn r(t} tienc solo una component: 

r(r) = .t(r;.x 

Cuando analizamos un movimiento rectilfneo sc podria 
suprimir cl vector unitario .t del sector de posicidn v 
irabajar linicamentc con su componcntc esc alar .i(r). Lo 
mismo succde con otras magnitudes vectorialcs, como 
deiplazomicnto, vclocidad y accleractdn. En cste caso. 
queda entendido que un valor positive para dicha 
niagnitud ffsica. significa que cl corrcspondicnte vector 
apunta en el sentido del eje positive que se ha elegido. 
ntientras que un valor negative, significa quc cl vector 
apunta cn cl sentido del eje negativo. 
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Ecuaeiones paramftricas 
del mavomentn 

x - x(t) 

y = yin 

z = zit) 


Trayectoria en un piano 

y -fix) 










































DESPLAZAMIENTO 

Si a, cs la position cn cl instantc // y x 2 cs su posici6n 
cn cl instantc f>, cl vector desplazamiento cs cl cambio cn 
cl vector dc posicidn cn esc inicrvalo dc tiempo. 


tit 


h 

6 

4 


$ 


((<' __L 


o - 


AX 


Observe la difcrcncia entre disiancia recorrida y 
dcsplazamiento. Si una persona rccorrc 20 m cn Ifnea 
recta hacia la derecha y luego sc dcvuclvc 12 m hacin la 
izquierda. la disiancia total rccomda cn esc inicrvalo dc 
tiempo total cs: D = 20 m + 12m = 32 m. pero su 
desplazamiento At fuc tan solo dc 8 m hacia la derecha. 


Desplazamiento: 

Cambio dc posicjfin 
A.x = x 2 -xi =f X2 . 


s /li 


Disiancia recarrida (etcahri 
Longitud dc la trnycctonj 

i 

Desplazamiento (lectorI 
Qud tan Icjos y cn qu i direcci^ 


RAPIDEZ MEDIA 

La rapidez media durante un inicrvalo dc tiempo cs cl 
cocicntc entre la disiancia D rccomda y cl intcrvalo dc 
tiempo At. La rapidez media cs un escalar posilivo. 




VELOCIDAD MEDIA 

La vclocidad media dc un objeto sc define como la razrtn 
del desplazamiento v cl inicrvalo dc tiempo transcurrido. 

La vclocidad media describe cl comportamiento glohal 
del movimiento durante cierlo intcrvalo pero no es util 
para describir los dctalles en cada instantc. 


VELOCIDAD INSTANTANEA 

La vclocidad instantdnea v cn cualquicr momento. sc 
define como la vclocidad media cn un intcrvalo 
infinitamcntc corto. Estrictamentc, v cs cl Ifmite dc la 
razdn ( At /At) cuando At liende a ccro, por defmicirin, cs 
la derivada dc la posicirin x con respecto al tiempo. 


Rapidez media = 


Disiancia 

tiempo 


_ _ Desplazamiento _ A? 
m Tiempo Al 


Vclocidad instantdnea 
- ,• 

v-Um/u-ot—l B j, 
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reLEB ACl6N MEDIA 

, ja t j c un objeto durante un cierto 

U > cclcr ’t 6 ",emp". ” dcl cambin de 

«» efV * , 2I A? y cl .nicr^ak. dc liempo A/. 
te loci^ ° V, 

Vr 


45 

av r 

% 

u 

M 

uin ^ 

-■--^ 

- 

0'/ 




to 



ACELEBACION INSTANTANEA 

\ enc irtn instantdnea. a. cs cl Ifmite al cual tiende la 
U aT(Av/ A/i cuando cl intcrvalo dc tiempo. At. tiende 
m ero p or definicion, cs igual a la derivada de la 
!cl(xidad v con respccto al tiempo y es tambuFn la 
'vfpjmJj denvada de la posicion x con rcspecto al tiempo. 

U wistencta de cstc Ifmite sc basa cn que el movimiento 
fisicoes un proccso conlinuo cn cl cual ni la posicion ni la 
\elocidad pueden "saltar” de un valor a otro sin pasar por 
valorem intermedins. Es dccir. la funci6n x(t) debe ser 
d-nvable dos veces. Por otra pane, la acelcracion sf puede 
vanar siibitamentc sin pasar por valores intermedios (no 
ha) restnccioncs dc continuidad para la aceleracidn) 


Aceleracion media: 

- Av 
°m= T - 
AI 


ACELERACION Y DECELERACION 

Cuando la aceleracidn ticne cl mismo sentido que la 
vclfxridad. significa que cl valor absoluto dc £sia va cn 
aumento y cl movimiento se dice que cs aceterado. 

Si cn cambin, |j aceleracidn y la vclocidad ticnen sentidos 
^rucuos, significa que cl valor absoluto dc la vclocidad 

itminu>c y sc dice que cl movimiento es retardado o 
Mctlermh. 

dctci<*r i * U | C ^ tcncr un movimiento aeelerado o 
Il 'ljihmcm ° l,UC M11|X ' nu no cs cl s *S no de aceleracidn 
a y f tengansignos 
(aceleracidn), u opucstos (decelcracidn) 


Aceleracidn instantdnea 


. Av dv 
a = Um (—)= — 
At^o At d: 


a= ± ( & 

dr dt di 1 


• > 

■c vL ^ 



’ © D. Figueroa 
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ANALISIS GRAFICO DEL MOVIMIENTO 


Una mancra simple d c presentar inromweWn sob re cl 
movimicnlo cs mcdianlc un grdfico dc posici n ' , 

mdvil cn funcidn del tiempo /. En estc grdfico c >a o 
velocidad media cs igual a la pendicnic del segmen ( 
recta que conccta los punlos inicial y final. 


'm ' 


1 1L = —= Pendicnic 


t2-n 


At 


En un inslanle dado (punlo P). cl valor dc la velocidad 
instantdnea cs igual a la pendicnic dc la llnca langcnlc a 
la curva cn esc punto: 

dx 


- £L = Pendicnic dc la mngcnlc 
dt 


En un grilico dc vclocidad en funcidn del liernpo. v vs /. 
la pendicnic dc la Ifnea que unc dos punlos cs la 
acclcracidn media: 



1 Tiempo *2 


Vclocidad media y 
Vclocidad instantdnea 


- }'2 = —= Pendicnic 

t 2 -t, A/ 

La acclcracidn insiantAnca cn un liernpo / cs la pendicnic j 
de la langcnic a la curva cn esc inslamc (Punto P). 


'] 

O* »/p - 

; -CL YY 


1 ' 

! 

Ax 


/>' 

I I 


f- ^ 


' J 

r 

U 



a = — = Pendicnic de la tangente (>* 
dt 


Tiempo 


Aceleracion media y 
Accleractdn instantdnea 


AREA BAJO LA CURVA DE VELOCIDAD 


El grdfico dc v vs. / puede scr usado para dctcmiinar cl . 
dcsplazamicnto cn un dado imcrvalo dc tiempo. Si sc 
divide cstc intcrvalo cn un numcro dc pequeftos inicrvalos 
jr, y si r, cs la vclocidad media duranlc cl imcrvalo 
cenirado cn cl dcsplazamicnio elemental cs: 


Ax, = r,A/, = drea rectangular sombreada 


La suma dc todos cstos inicrvalos cs cl dcsplazamicnto 
ncto cn cl intcrvalo entre t\ y t 2 cs: 


Ax 


= x(t 2 )-x(ti) = A/, = Area bajo la curva 


En el Ifmitc cuando Ar, -> 0 y cl ndmero de inicrvalos sc 
hacc muy grande, la suma tenderd a un valor numdrico 
igual al Area bajo la curva. 


Area 

Ax / =v / A/ / 


/ 



O' 


-I 

Al, 


El desplazaniiento ex 

al (irca bajo la cun a 


;cSb* c ' 6nc °'‘ 5T a" te 

A , acclcrucftn cs consume sus 

'oscoinclcn con so valor med.o. y 

,ns«» n,lnf 
c sct lbif 


a lore s 
podemos 


17 -v/ _ l 


t 2 ~'2 


*’n 

-it 


i* = vo + at 1 11 

Pl ,r In 

|a vclocitlurl inicial cn r = 0 y v la vclocidad 
pondc vo cS crior Vemos que para a consume, la 

P an un eiemP" P Hnea | men ie con cl liernpo. En 

.clocidad ate ccuacidn rcprcsenla una Ifnea 

,1 pirico dc v 

Ja depend'”"' fl - 

... observa cn cl grdfico que. para o consume la 
Tan*" 10 ; , va)or mcdio dc las vclocidadcs 

vclocidad media cs 

inicial y final: y/) + v (2) 


VQ + V 

V ” = ~T~ 


El desplammicnlo emre 0 y r cs igual al irca bajo la curv a 
vs , cnire csos dos insunles. o sea. la suma del drea del 
,’riinculo 14,) y cl irca del ncc.dngulo (A 2 ): 


Ax = x- xq = Ai + A 2 - ~(t)(at) + (t)vQ 


hir lo tamo la posicirtn cn funcidn del tiempo cs: 


/ 


X(t) = Xq + Vflf+— at* 


(3) 


Podemos combinar esu ecuacidn para la posicidn con la 
ccuaciAn pam la vclocidad ( v = v 0 + at), para climinar cl 
tiempo i y asf rclacionar ilircclamcntc la posicidn con la 
vclocidad. 


j + 2 a( x - Xq f 


(4) 


^ m(K * f> H uc disponenuxs dc un conjunto dc ccuacioncs 
^ uc rc,ac >°nan las ires variables (a. f. v), para resolver 
pmblcmas dc movimicnlo umdimensional con a consume 
y di ' lls condicioncs iniciales ( x 0 y v 0 ). 
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I Vclocidad para a constante 
t' = vq + at 


Velocidad media 
para a constante 


„ _ v o + v 

™ T 



Ecuacioncs cinemdticas 
para aceleracion constante 


Vclocidad media 
vq + v _ x-*o 

2 t 


Vclocidad cn funcidn del tiempo 
v = vo + at 


Posicidn cn funcidn del tiempo 
.t = .X0 + v*0f+— af- 


Vclocidad cn funcidn dc posicidn 


v 2 =v£ + 2a(x-xo) 
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MOVIMIENTO CON ACELERACION VARIABLE 

Memos visto cl problems siirccts* sic s's^mo hnllar f 
dtrnoaM. s .1 parm .Ic la func.tfn poMCiUn. >« 
velocidad. >iil y la aiclerac.dn. all). El pnK«o inscr o 
Umb,<n cs pos,hlc s console cn hallar por mtrgracion. la 
posicirtn. dada la velocidad o to accleracirtn. 

Supongamos que sc conocc acelcracion como un.» luncion 
del tiempn. a(n. Para obtener to velocidad. part.mos de to 
dcfinicidn de to acclcraci6n 


X(t) ) 


~<_"SSSf 


dv 

a(t) = — 
di 


ISO- J 


aftldt^ 


Luepo. a pamr de to velocidad hallamos to posici6n. 



a(t) 


W/J = 


dx(t) 


x(0- J v{t)dt + C 2 


En donde las constantcs c/ y rj estdn determinadas por 
las condicioncs inicialcs 

La (6cnica de intcgracibn nos permile oblcncr las 
ccuacinncs de cinemilica rcctilfnca. cuando to acelcraddn 
cs una funciAn conocida del liempo y sc si conoccn la 
posici6n y la velocidad cn cl insianlc inieial. 


\- 

'V y(t)-Jadt 

\ 


Problem.! inveno 
(Integraci6n) 


vrfi 


La acelcracion v lot condicunej 
imciales determiiian el 
movimiento 


CAIDA LIBRE 

Una de las aplicaciones mils mlcrcsantes de las 
ccuacinncs para cl movimicnlo rcclilfnco con acelcracion 
uniformc. cs cl caso de un ohjeln que cac lihremcnle cn cl 
campo gravitacional de la Tierra. Al esiudiar to cufda de 
los cucrpns mediante experiments, cl sahio Galileo 
Galilei llcgrt a la conclusion de quc. 

" En cuatquier lugar i ecino a la superfine terrestre y cn 
ausencia de la resisienda del aire. lodos los ahjelos cacti 
con la misma accleracidn ", 

La accleracidn de la gravedad, ccrca de la supcrficie de to 
Tierra licnc un valor aproximado: 

g = 9.80 m/s 2 

Hay que tomar cn cucnta que la gravedad siempre apunta 
hacia abajo (hacia cl centro de la tierra), y por lo tanto cl 
signo de la accleraci6n (a = ±g) depended de cull de los 
dos sentidos (hacia amba o hacia abajo) sc haya elegido 
como positivo cn cl sistema de coordcnadas utilizado. 



fffli 


A+V 



1 


' ^ : 



PROBLEMAS RESUELTOS 


,-jjcan las dis.anc.as entre va 

C | J-? ran 'V c u„v.is de In linen I del Me.ro 


I 


CJ nJ 


■8 

n 


a> 

3 

»-j 


O 

f 


E cn 

V«lin O- 


1315m 

7'‘"‘ 5' o. o, © 

.r ;.'C oK^nun l _23mi»» * ,n,ri 

Sin C C.udnd 


to 

TO- 


Sdeneio 


v_ -- 

Umversitaria 


Fn endn easo la velocidad media cs el 
5jisunaa reeorrida y cl liempo empleado: 

cacicntc cnire i 

.unvub- v m = 745m/l.20min = 37.3km/h 
Heyada I P.Carabobo: v n = 58lm/0.95min = 36.7km/h 

*" = 5,3 "' /(l ' 83n " n = 37 ’ ,km/h 
. Apes/C Ingemieros v m = 974m/l .23mm = 47.5km/h 
c' Ingcniems/P/a.Ven: = 1315m/ 1,50m.n = 52.6km/h 

B pmmcdio arilmciico de eslis vclocidadcs medias cs: 

37.3+ 36.7+ 37.1 +47.5 +52.6 ... ..km 

< l> =-S- -T 

blLadistancia total reeorrida cs: 

<i = 745 + 581 + 513 + 974 +1315 =4128 in = 4.128 km 

Sid vagrtn no sc deticnc cn ningunu de las cstacioncs. cl 
(tempo total empleado para rccorrcr esa distancia cs: 

r * UO ♦ 0.95 + 0.83 + 1.23 +1.50 = 5.71 min = 0.0952h 

Iwlo tanto, la velocidad media global durante lodo cl 
fttomdo cs: 

4428km km 

0.0815h ’ h 
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a) Determine to velocidad media 
cn cada tramo y la media 
antmeticu de cstas vcloadades. 
h) Suponicnd.t que cl vagrtn viaja 
sin detenerse en ningunu de las 
cstacioncs intermcdias, halle la 
velocidad media desde la cstacirtn 
Capitolio a Pto/a Venezuela. 


BbspuuIm: 


a) Media arilmtftica = 42.2 — 

h 

b) Velocidad media: v m =43.4 — 

h 
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PR-3.02. Vclocidad media y rapidez media 

Un pern' enminn hacia un hucso durante 20 s en linen j 
recta a la vclocidad dc 2 111 / s- Toma cl huc.su y sc j 
dcvuclvc caminando una distancia dc 100 m a 1 m/s. 
at 4 Cu.il cs su rapidc/ media? 
b) 4 C 1 J.II cs su vclocidad media’’ 


' na nlde* mril* P ara t, * rT 'P° 9 'w*'** y p*'» 

£0^ d i3tnncl*3 Igualea 

rcha por un;l P cni ^ ,cn,c cucs, ‘ 1 arriha con 
l ?f,ciCli w^onstanec. v/ = ^ y luego P or otra 
u nJ rJ P ,dC cueSla abajo con una rapidc/ constant* 


Solucldn: a) En cl trayccto dc ida. cl perro cantina 
durante un tiempo: A/ = 20 s y recorrc una distnneia: 

di = v/A// = ( 2 m/s)( 20.0 = 40m 

En cl trayccto dc vuelta camina una distancin: d? = 100 m. 
en un tiempo 

dt 100 m in/ . 

1*2 I m/s 

La distancia total recorrida cs: 

D- d/ «*■ d; = 40 m + 100 m = 140 m 

El intervalo dc tiempo total cs: 

Si = At/ + Ait = 20 s + 100 s = 120 s 

La rapidez media cs la distancia total recorrida dividida 
por cl interv alo dc tiempo cmplcado: 

_ ., .. D 140m , . 

Rapidez media = — = —— = 1.17rn/s 
1 Si 120 s 

b) Tomemos cl origen en cl punlo A dc panida y cl eje .r, 
con sentido positivo hacia la dcrccha. El desplozamicnto 
neto del perro cs: 

AT = AT/ An = 40im -100Xm = -60im 

La vclocidad media cs cl dcsplaznmicnlo neto dividido 
por cl intervalo dc tiempo cmplcado: 

At -60iin _ - - . 

= — =-= -0,5.uii/s 

m Ai 120s 

El vector vclocidad media ticnc sentido hacia In i/quierda. 
Observe que cl mridulo dc la vclocidad media cs en cstc 
caso dilcrcntc a la rapidc/ media. Esto sc debe a que los 
dcsplazamienlos se suman vcclorialmcntc. 


< c r:= S m/ 5 . 


m. 



Calcule la rapidez media en los 
uguientes dos casos: 
a » FJ c,c, "»a emplea el nuimo 
I tiempo en la subida que en la 
hajada. 

hi La subida y la bajada tienen la 
mnma Inn^itud. 


Distancia recotrnL 
t) = di ♦ d : 




1 rS» 


Ml 

t-*?’ 

* H 


Ar^ 


Av - Ar / ♦ Avj 

Dcsplazantiento neto 


SolUCttn: a) La rapidez media cs cl cociente entre la 
^.tud total rccornda L y cl intervalo dc tiempo total T. 

L _ 1/ + h _ v l t t v 2*2 


Los do* tiempos parciales son iguales. // = t 2 = T/2. Por 
lotanto. se simplifican los ticmpos: 

vi(T/2)+ v 2 (T/2) _ v, + v 2 _ 4m/s + 8 m/s _ 

= j ? 2 

b) En este caso las longitudes son igualcs. //=/;» = L/2: 

L L 


L L 

v - = r 


'; + '- t^h., L<±+±, 

V/ v 2 2 VI v 2 


- VI v 2 

l> — ^ * • 

* nt - -- 

v/ + v 2 


RUB #* 1 


Rapidez media: I.l7in/* 
Vclocidad media: -O.jj”^ 


.. _ -»(4m/sK8m/s) , _ . 

" ~ -7—ITT" = 5.33nVs 
<4m/s + 8m/s) 

c ub»cr\a que la rapidez media coincide con la media 
* l,e ,il% rj pidcccs. solo en cl caso (a) en que las 

^fcteconidowa.nguale*. 
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ffc SBueitu 


v VI + V? , . 

a) v m =—^- = 6 m/s 

b) v - 2 _Lei_ = 5.33m/s 

V/ + v 2 


O D Ftgueroa 
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PR-3,04, FAbula dc Esopo: La licbrc y la torluga. 

En cl bosquc vivj'a dona licbrc que siempre sc refa dc 
dona lonuga por su lcntiluil. Un dfa la licbrc rctO a la 
lonuga a una carrcra pur un camino dc 2.4 km. ddndolc 
media bora do venlaja. Sc dd la partida y la lonuga va 
caminando a 0,25 m/s Al cabo dc 30 min. la licbrc 
amnen a andar a 2 m/s y inuy promt* alcan/a a la lortuga. 
pasando por su lado en forma hurlona. Despuds dc andar 
quince minutos. la licbrc dccidirt que lenfa licmpo para 
lomar una siesta y sc echo a dormir bajo un ilrbol. 



Peru la licbrc se , 

I durante III nnnut^'f'S- 
(lesperirt. cornrt Co „ 

l rucras: U “V 

lonuga cstaha IlcganUo a * 

a) (Cun qui veniaji 

lortuga? | 

b) i.En que* instate (i„ 

bcbrcadclaniaalan, nu „: i 

c) ,.En qud msiantc i 

lortuga adclanta a h liebre? ^ * 


Solucion: a) El tiempo que lanJa la lortuga en llcgar a In 
mein cs; 

tr= — = = % 00 s( \ . -) = I60min 


17 0.25 m/s 


60s/min 


Durante esc tiempo la licbrc babrd rccorrido las disiancias 
parciales: 


0 < / < 30 min (reposo): 


A.v/ = 0 


30 < / <45 min: Ati = (2 — )(15min)(60-) = 1800m 

s mm 

45 min < r < 156 min (reposo): Axj = 0 

I5fimin</<160 min: Aij = (2 —)(4min)(60—) = 480m 
s min 

' V 

La distancia total recorrida por la liebres cs: 

Ax 1 = At/ + Ax 2 + Axj + = 1800m + 480 m =2280 m 

Es dccir. cuando la lonuga llcga a la metn, todavfa a la 
licbrc Ic falta rccorrcr 120 m. 

b) El instantc en que la licbrc pasa a la lortuga sc obticnc 
igualando sus posicioncs: .* 7 = 17 1 y . 17 . = v/.f/-1800), 
y sc obticnc: 

r = (———)1800s = f——— 
v L -vr 2.00-0.25 


)I8(K)s = 206s = 34,3min 


M 


0 


in' ,3r1lc 

jc5.‘ 


cn que la lonuga 


d^ ,dJ , 

|800m_ , 7200s(--) = I20min 

it = Afk/mm 

r*^T 0.23m/' 

1C cuenin: La pereza >' fl eteeto d ' 
Je , f i„icer que no alcancemn, nuettmi 
r X n drdicacidn. constanna v paciencm. 
teams. nhlenJremnt el esitn. 



DC eneuentros en el glmneslo 

dc la universidad. dos cstudiantcs trotan 
En cl p, ^ 3 °d cs dc un extremo a otro y regresan. Los 
cn li ncJ fCL jjjmultdncamcntc dc los ladns npucstos. 
eU od»an ,cS P ^ clo j c |da sc cruzan a 60 m dc A. En cl 
A 2 vuclia sc cruzan a 80 m dc B. 

?CoiUs la longiiud AB del gimnasio? 

* L Cui,« la rclacidn dc las velocidades'* 


! a) U 

j venlaja dc 120 m 

ib) U l,hf c pasa a | a mnuga 
en / = 34 J min 
iC) La tonuga pasa a la licbrc 
‘cnr= 120 min. 


SolUCi&a »> si P artcn ^multdneamcntc dc los extremes 
^gimnauo. el primer cncucntro ocurrc cn cl instantc: 


60 Aff- 60 
vi v 2 


(1) 


Mientras que el segundo cncucntro ocurrc cn cl instantc: 
A 8 + 80 2AB -80 


fc = “ 


( 2 ) 


vi 


Combinando las cxpresioncs (I) y (2): 

v 2 _ AB-60 2AB-S0 
v/’ 60 \R+ 80 

(4B-60)(/Of +80) = 60(2Af?-80) => AK = IOOm 

I') la rclacidn entre sus vclocidades cs: 

v:_ AB-60 100 - 60 2 
'*/ b0 60 ” 3 
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Respuesta 


a) .48 = 100m 
'*/ 3 __ 
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£Bl3_iQ6i jSorprcsa! 



Una persona cncicndc la luz dc la cocina y sorprcndc a un 
rntrtn ccrca dc un pcd.vo dc queso. Cundc cl pAnico y a 
partir dc esc insiantc. la posici 6 n r del ratfln cn funcirtn 
del liempo sipuc la rclacirin: 

xi!) = (3t : -It 3 ) m 



Determine: 

a) La vclocidad del ratdn 

insiantc r = 0.3 s Cn e| 

c) La mdxima vclocidad d C | 
inicntras avan/aha hacia c | quc J* 

b) El insiantc dc tiempo crY^ 
rait'm comicnza a dcvQl Vcnc , 
mAxima posicirtn que alcanza * ” 

d) La longitud total q Uc hab ri 
rccorrido cl rat 6 n al cabo dc 2 s f 


Solu cldn : a) La vclocidad instanrtnca cs la derivada dc 
la posicidn x(t) rcspccto al tiempo. En cl insiantc r = 0.3 s. 
sc obtienc: 


v = — = ~ f 3 f 2 - 2t 3 ) = 6 /( 1 - r) =+ 1 ,26 m/s 
dt dt 

El signo (+) dc la vclocidad signified que apunia hacia la 
dcrccha, cs deeir, cl rat 6 n va hacia cl queso. 

b) El valor m 4 ximo dc la vclocidad mientras cl ral 6 n ; 
avail 7 a hacia cl queso, ocurrc cn cl insiantc dado por la ^ 
condicidn: 

— = —( 6 r - 6 f 3 > = 6 - I2r = 0 =» / = 6 /l 2 = 0.5s 

dt dt 

El valor dc »• cn esc insiantc cs: 

v m =6f0,5)-6f0.5*)-l,5 m/s 

C ) En la posicidn mdxima. cl rairtn tendrd que dctcncrsc 
instantdneamente antes dc dcvolvcr.sc. For lo lanlo. alb sc 
cumplc que v = 0 : 

v = —= 6 f- 6 f*= 6 /(l-/J =0 

dt 

Esta ccuacidn sc satisfacc para f = 0 (valor inicial dc la 
vclocidad) y para r = Is que corrcsponde a la mdxima 
posicidn buseada: 



x„ = 3^ls)--2/ls)- f = lni 
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. Jisinneia total recorritla sumamot lot 

II Pm* ha l lar |de*pl»*a n,ien, ‘” cn lo * difc,cn ‘“ 

os hasia r = I s; lArl = U(I.O). x(0)l =lm 
I* 4 *'' has , 3f= |Js: I At I =li(l.5) - .i(l .0)1 = I m 
shaswf = 2s: lAr I = U(2.0) - a(1A)l = 4 m 

^distaacia total corrida a. cabo de 2 ses: 

£) — | ni + I m + 4m = 6m 


«'o"”‘" nrfo el "' mpo d ° v "'" > 

caliw cl rccorrido entre dos cstacioncs. 
Un ^Vprimeroconaccleracidnunirornic a/, luegosc 
* c,cr3n con vc | () cidad constantc v. y finalmentc frena 
‘’“’''dKelcracidn uniformc a 2 . hasta dctcncrsc 
c "" UCSIIC que el mennr tiempo dc viajc sc cunsiguc 
j^knndn y luego frenando. sin dar cl paso mtermedio dc 

vclocidad constantc. 


Solucloni Las distancing rccorridas cn las ires dislinlos 
j^Kwdc tiempo. to y *2 *>"• respcclivamcnte: 

xi=^ai tj to = via = (»iti 

^ = v O““ fl 2 / 2 =(u///-Yiifj 
La dntancia total cs: 

d = j/ + .ro + X2 = ~<tjtj + t ujt/to + nyf/l2— 

Tomuulo cn cucntn que. v = «/// = rii^. sc obtienc: 

J =yiii(ii + 2to + t : )=yiiti(T+tn) 

Sttndo e| tiempo total: T - ti +!» + . Despejando 1 /: 

-(T-to) 


flejxjuesfff; 


а) v = 1,2 m/s cn t = 0 . 3 \ 

б) v m = 1.5 mA 

c) r m = 1 m cn /= |. 0 s 

d) I) = 6 m 


^* C ' n * m< " c » Rtctlltnea-CD. Flguoroa 




^ . n CJ 


- ^ r- v 

0 , C 


Of if 
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I 2 

d - Xi +X2 = **• v O l f ~ 2 0t J 


(I) 



Por otra pane, la vclocidad final cs ccro. por tanto: 


v = i 0 -atf => tj=v 0 /a 

Rccmplazando cl ticmpo dc frcnado cn la ccuactdn (1). sc 
obtienc: 




( 2 ) 


Podcmos aplicar csta relacion para las dos situacioncs 
plantcadas, quc corrcsponden a vclocidadcs inicialcs 
difcrcnies: 



v 2 v ,n 

dA=''OA'r + -£ 

Las inc6gnitas a y f r sc ohtiencn, rcsolviendo estc par dc 
ccuaciones simulldncas. Si mulliplicamos la primcra 
ccuacidn por \qb >’ scgunda por v = »'^^ y lucgo sc 
rcsta una dc la otra, sc obticnc la dccclcracidn del 
automdvil: 


25 2 (I5)-I5 2 (25) 

2(v 0 BdA-V0Ad B ) 2(15(60)-25(25)1 ' s 2 

Al sustituir o dc vuclta cn cualquicra dc las dos 
ecuacioncs antcriorcs sc obiicnc cl ticmpo dc rcacci6n. t r i 

d_A _ 25 2 (25)-15 2 (60) . w . 
'■It'OB-'wia (25 2 )(I5)-(25)(I5 2 ) 


BtSEiSHi 


a) a = - 6.82 m li' 

b) t, = 0,567 s 


el origen cn cl bnrdc 
.MU regia) y e' senlidu pcnilivu 

i' c( ‘ ,C ,TconJi‘- i,,nc,in ' C,alCS 


inferior 


del eje 



I 2-1 .,.2 

y *h*yo +v ° l+ 1 a 2* 


-rr yUiicmT = fjh(cni) _ 0 045 ^ 

s J 980 cm/s 2 V 980 cm/s- 

? 

0 |6 s. en esc ticmpo cl billetc habri 
,una altum: 

-I(980cm(s 2 )(O.I6s) 2 = I2.5cm>9cm 


jPodri el esludlente elcenzar el eutabust 


6 m/s para iratar dc 


t ante corre a vclocidad v e 
L ' n ,, 3Ulob us. Hn cl instantc cn quc cl cstudiame 
11 to m tie l a P ucrla ‘ el autobus arnmea con una 
jcd(Bci6n constanle a u = 1.6 m/s 2 . 



a =+S [_ 
fFig. a) 



a) t r =0.(M5VA s, h cn cm. 

b) No puedc atraparlo 


a) <,Si el cstudiantc manlicnc su 
velocidad constantc, lograra 
abordar el autobus ? 

b) Si logra abordarlo. i,en quc 
momento puedc haccrlo? 



PR-3.13. JSIatrapas ese billetc, puedes queddrtelol 


El liempo dc rcaccidn cs cl ticmpo total quc una persona 
tarda cn darsc cucnta, pensar y actuar cn rcspucsta a una 
situacidn imprevista. Estc ticmpo depende dc lu rapidez 
dc la persona y dc la complejidad dc 1a situacidn. 

Para determinar tu ticmpo dc reaccidn pfdclc a un amigo 
que sostenga una regia (de casi 30cm), con el ccro cn cl 
extremo inferior. Coloca tus dedos cerca del ccro sin 
apretar. y pfdclc al amigo quc sucltc la regia sin avisar. 
Tan pronto sucltc la regia, jIrate dc detcncrlal 


a) Halle una expresidn parar 
ticmpo dc reaccidn cn ldnrinw& 
la longitud dc dcsccnsn d« h 
regia. 

b) Un ticmpo dc reaccirtn dp 
para una persona muy rfipida. e» 
0,16 segundos. Si estc jo>f 3 
coloca sus dedos a la mitad df & 
billetc dc 16 cm dc largo, 
atraparlo? 
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Solucldn: Tomemos cl origen de coordcnadas cn la 
posicidn inicial del cstudiantc (.v r „ = 0). En f = 0 la puena 
del autobus cstard a una distancia j <Jt> = 10 m. Las 
ecuacioncs dc movimiento para cl cstudiantc y la puerta 
ddautobtis son, respcctivamcnte: 

r#(t) = + v e t = 0 + 6f = 6f 

, ‘ ,,,= WW+|<i 11 i J = l 0 + 0 +-( 1 . 6 )t J = 10 + 0 , 8 r 2 

I jti que cl cstmliantc alcancc In puena del autobus cn un 
*• debe cumplirsc la condicidn x e = x a . Por 

'** Clntmi <lce Bee llllnea ■ O D. Figueroa 
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Solucldn : En cl instantc initial 0 ,as condicioncs 
son. *0 = 0 y v 0 = 25 m/s. 

i @ ffl-Bfi■ e so- 


x'= 0 V) ,<\ 

w o •. *i ;•» 

Aplicamos la cxprcsirtn para la dislnncia rccorridn cn un i 
movimicnto con acclcracirtn constanlc: 

I •, 

X(t) = -fli* 

Si cl conductor aplica los frcnos. mienlras la In/, amarilla 
cstd cnccndida. cl automrtvil vinjnrA una dislnncia: 

jr = (25m/s)(4s) + -(-4m/s 2 )(4s) 2 = 6Rm 

0 sea quc. cl aulom 6 vil sc dclcndrfa n 2 m antes del 
semafom. En cambio. si cl conductor aplica cl nederndor, 
cl automdvil viajarS una distancia: 

j = <25m/s)(4s)+|(2m/s : )(4s) 3 = 116m 

Como csta distancia cs mcnor quc la distancia total 
disponiblc (70m + 50m = 120 m). cl automflvil no 
lograrfa atravesar la callc antes dc quc sc cncicnda la luz 
roja. Por lo tanlo, cl conductor debc frenar. 


PR -3,11, iSc podrd evitar la collsldn? 

El conductor de un automdvjl quc viaja a 108 km/li dc 
repente se cncucntra quc la vfa sc reduce a un solo canal y 
apenas a 50 m, va un camirtn a una vclocidad dc 54 km/h. 





Solucldn: Tomando en cucnta las condicioncs inicialcs 
para to = 0 , las ccuacioncs dc movimicnto son: 


Autom 6 vil: x a o = 0 


I 7 

x a =v a ot~ at 


RtlSiBXl 


Debc frcrur^l 


<\Si cl conductor del automfoil 
frena con una decelcraci 6 : 
constanlc, cudl debc scr cl vakr 
mfnimo para evitar quc cheque li 
camirin por dctrls? 
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x c ~ d + v c t 

idn' JOf s 1 

CJ ' n ^ apenas no ocurrtt. debe cumpline: 

rrf,qUC ' aC0 

u '-*< 

racirtn (Ichc scr suricicnlc p.m que cl 

«*r* can,,<5n - c5dec,r ’ debc ,enef 

^^<A“* ,alade a 




v a fl ~ at ~ Vc 


( 2 ) 


vau 

sC obticnc climinando cl tiempo dc las 

El vJ *° r ^/nv (2): 

t£«* :ipneS (VaO- v ct‘_ 

tf= 2d 

, n lot yalorcs: d = 50 m. v. flO =l08 km/h = 30 
5 Jt titoyen«i °^ 4 _ , 5 m/s 0 bienemos la minima 

^^requenda: 


t30m/s-15m/s)^ _ 2.25 m/s 2 
2 (50m) 



fiCifimxte 


i = - a0 "' c>2 =2.25m/S- 


2d 




jltmpo da reaeelin da un conductor 


Jo a un conductor sc le presenta una situacidn 
rirrenva. tarda un cierto tiempo entre la toma de 
S 6n de pisar los frcnos y su apl.cacidn real. Es el 
tempo total quc lardan los impulsos cltirtncos desde cl 
dtfmulo visual a los ojos. dc los ojos al ccrebro y luego. 
cknvfndc la information del ccrcbm a los pies. 

Sufonea quc cuando estls conducicndo un automdvil a 
90 km/h (25 m/s), pucdcs dctcncrlo cn una distancia dc 
60m,y si vas a54 km/h (15 m/s), lo dctiencscn 25 m. 


Solucldn: Durante cl tiempo dc reaction. t r cl automdvil 
ague viajando a vclocidad constanlc iv>, cn una distancia: 

XI = V 0 t r 

Durante el tiempo dc frenado t/ , cl aulomdvil sc dcsplaza 
wu distancia: 

lailittancjj total rrconida es: 


c *nJ.C/n»m4Mc«».ct//,n«j. 


a) ;CuiI es la deceleration del 
automdvil suponiendo la misma 
para am bos casos? 

b) ^Cuil cs tu tiempo de reaction? 


Datos: 

voa = 25 m/s. dfi = 60 m 
= 15 m/s. dg =25 m 


OD. Flguoroa 
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Por In tanto: 


2 aj -*• a 2 2 a/ + a 2 


Dc.spcjando: 


T*Mj + 2d,!l*£l, 
a l a 2 


Qucda dcmostrado que el ucmpo dc viajc total. T, cs 
minima cuando cl licmpo Iq del paso intcrmcdio. es ccro. 


Tiempb mfnijjJJJ? - 

Tmm = J2di^T 
1 «/«■» 
para to =0 


PB*3, 08, Aceleracldn y deceleracldn cn el metro 

Un vac 6 n del metro pane de la cstacidn A con acclcratidn 
constantc a/ = 0,10 m/s*, y al cabo de un tiempo 
apmpiado. frena con deceleration constantc de mddulo = 
0.20 m/s : . hasta detenerse en la cstaciOn B. La distancia 
entre las dos estaciones cs I km. que es suficicnlc para 
que cl vag 6 n nunca alcancc una vclocidad mdxima. 


Solucldn: a) Las distancia total rccomda es la suma dc 
las distancias durante los inlcrvalos dc tiempo, t/,y t 2 : 

d = *1 + *2 = “<*/*/ + ( v 0 l 2-~o 2 tj) 

Sicndo: vq = ny/y = a 2 t 2 

d = ^aitf + aj tj(2llL)-L a2 (!LllL)2 


a) /.Durante qud licmpo u , 
vagOn acclcra y durante 
tiempo t 2 , frena? • c 

h) ;,En que pane del record*, 
vagfin acclcra y cn qui pw . 
rccomdo, frena? 


<*2 


<*2 


. I fl/ , / iMt + fly 

d = -a/rj( I + —) = -a f tr(— - 

2 1 a 2 2 * a 2 


*I = 


2da 2 


2(1000)(0,20) 


\ai(a 2 + aj) \ 


0 , 10 ( 0,20 + 0 . 10 ) 


= 116s 


a/ O.lOm/s 2 ,,, __ 

t 2 = — tj =- z-l 16s = 57,7s 

a 2 0 . 20 m/s 2 

Las distancias rccorridas durante la aceleracidn y 
deceleration fueron: 

x, =^ajtj = j( 0 ,IOm/s 2 )(l 16s) 2 =667m 
x 2 =(0.10)(l l6sX57.7)-i(0,2)(57,7 ) 2 = 333m 



Rtieutib 


a) // = 116s, t 2 = 57,7s 

b) xy = 667m, .it = 33.1m_ 
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v- ca cr una moneda cn un pozo profundo y 

tfjg niA;l <,CJJ () k. aclivn un cron 6 mctro. Estc sc detiene 
tf[T ,ul^ nf;,nl !" rscudia el golpc dc la moneda contra cl 


del po,,,? 


.p| [iempo total 7* desde que sc suclia la 
c sc 0 yc cl sonido, cs la suma del tiempo 
(T^^'Sadc la moneda y cl tiempo r,de viajc dc la onda 
/*d cca,l y_ / ^^.Tanto la moneda como cl sonido 

Moneda: h = 'S'r„ Sonido: h = v,i, 

. . la vclocidad del sonido. Igualando cstas dos 
Dnnde cs **• 

^[Ttsioncs y eliminando 1 , sc obtienc: 




^ gtfh ■*" v j6ti ~ v jT — 0 


~v t ± yjv; + 2gv s T 


Como t m debe scr positive, lomamos la solucidn con 
ligno (-+) Sustituycndo los valorcs numdricos: 


-J»0±>/340 : + 2(9,80)(3-l0)(2.50) . .. 

'" = 535- = 2 ‘ 42S 

Finalmenlc, la altura dc cafda dc la moneda cs la 
frofumlidad h del po/.o: 

'■ = /»'*= i(9.80){2.42)- = 28,6 m 


Efljilfl. Ante It luxamarlllB del aemtloro, iqut hacer? 

Un lulonuWiI q uc sc dcsplaia a 90 km/h (25 m/s) sc 

J/ = 10 m n t I * 3 lrJnsvcrsal - Cuando cstl a una distancia 
cl scmllbro. sc prende la lu/ amarilla la cual 

ZZT* n dC 4 S - U disIa "™ 9UC separa cl 
"c la siguicntc esquina cs: d : = 50. 

C * 3:an * m ‘"c>r>ecmnea! 


»"tne pa,a la vclocidad del 
sonido cn cl airc: v, = 340 m/, 



Sue I to la moneda en el pozo 
y pido un desco 


Resoueata: 


h = 28,6 m. 


/.Qud deberfa haccr cl conductor si 
sc Ic da cstas dos opcioncs: 

a) Acclerar a +2 m/s^ ? 

b) Frcnar a -4 m/s^? 
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6r = l0 + 0.8r- 


0.8r -6/ + l0 = 0 


Rcsolvicndo la ccuacirtn cuadritica: 


-<-6)± ^6 : -4(0.81(10) _ 6±2 

/= 2 ( 0 . 8 ) 1.6 




/♦=5.0s 


Obicncmos asf dos raiccs realcs. ambas pnsitivns. pern 
^cu31 represenia la solucii'in al pmblema?. 

Sepun cl grdfico de * vs r. cl csludiantc puede icncr dos 
cncuentros con la pucria cn liempos distintos ) por o 
lanto, ambas solucioncs son po^iblcj- El tiempo /_ - 2.5 
s corrcspondc al insiantc en que cl cstudianlc alcanza la 
puena del autobus "por pnmera vcz”. El cstudianlc podrfa 
optar por detener su marcha inslantancamcnlc y abordar cl 
autobus cn esc momento. Suponga que no lo haga cn esc 
insiantc y dccidicra continuar su marcha. Como su 
vclocidad cs mayor que la del autobus, lo pasard. Pero cl 
autobus cstA acclcrado, y su vclocidad va aumentando 
hast a que en t*. = 5 s "cl autobus alcanza al cstudianlc . 


PR-3.15. Una investlgadora clenUflca y detective 

En la rcsidencia cstudiantil cclcbran la llcgada del 
carnavol dejando cacr bombas de agua. La madre 
superior?, no pudiendo asomarsc a la vcniana. le pidc a la 
profesora de ffsica que la ayude a delcrminar la 
proccdcncia de dichas bombas. La profesora toma sus 
inslrumcntos de mcdicirtn y determina que una bomba 
tarda 0,15 s cn descender la altura de 1,50 m de la ! 
vcniana. Suponiendo que la bomba sc suclla sin vclocidad 
inicial. y que la altura de cada piso del cdificio cs 2.00 m. 
4 cn qud piso sc cncucnlra la csludiantc que la dejti cacr ? 



a ) puedcabSST', 

b) En los instaniei: 

2 Jsyr = j, 


Solucldn: Tomemos y = 0 cn cl punto dondc sc sucltan 
las bombas, con cl eje y posilivo hacia abajo. Scan v/ y v? 
las vclocidades de la bomba cn cl horde superior e inferior 
de la ventana. rcspcctivamcntc. Como la acelcracidn cs 
constantc. la vclocidad media cn un iraycclo de longitud 
Ay cs cl promedio aritmllico de las vclocidades: 


v; +1‘2 _ Ay 
2 " At 


uk) 1,5m 
= — = —— = lOm/s 


0,15s 
v/ + v'2 = 20m/s 


(I) 
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P ,f 


( itra P 






dos vclocidades cstdn rclncmnadas 


__ v . + n M = v/ + gAi 
V2 " 17 


r9 .80m/s 2 )(0.l5s) = 1.47m/ S 
ti'"* 9 __ .. .u. 


( 2 ) 




„|v.cn Jo la ‘ 


eCU aeioncs (D X O) « obuenen las 


Ato** _27 m/s y »'.>= 10.7 mA 


h.llor la altura II *Jc cafda desde y = 0 
to hon-ha. u 0 = 0) has.a y = y.lnWel 

I*’"' 1 ' jj la vcniana) 1 

lrft ^ = i .oW =5g4m 

=» h - 2x 2/9.80m/s 2 ) 

. . 5la disiancia entre la altura de cada piso 
nividiendo 5 B4m /2.90m = 2.01. Por lo tanto. la 
pHcnemo^ # dos p j sos por cncima del cuann 

jeobservacidn! 


Choqua da dos pelotas lanzadas al al ,r 

5s Imran dos pelotas de beisbol verticalmente hacia 
imta. desde la misma posicion inicial con una difercncia 
de tiempo A/ =1.2 s. La vclocidad inicial de la primera 
b „ cs i-M = 15.0 nt/s y vclocidad inicial de la segunda 
„ , w = 12,0 m/s. £A que altura chocaran las pelotas?. 


$olud6n: Tomando cl origen cn la posic»6n vertical de 
Limano, las condicioncs inicialcs son: 

Pelota A: t - 0: y^o = 0, v^o = 15,0 m/s 

Pclota B: / = Af = 1,2 s, y B0 =0, vr 0 = 12,0 m/s 

Ambas pelotas cstAn sometidas a la misma acclcracion. a 
* •V su s posicioncs cn funcitin del tiempo son: 

y* -?A0 + \ A0tl - ^ gt] = v AO ti -^gtj 

>n ~ >bo + v B0 t 2 -~gr£ = \ Bot2 ~ ^gtj 

r, Sc c,n P‘ c/a a contar desde ccro, mientras que 

cntpicra a contar dcspu£s de I J2 por lo tanto: 
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t, =bt+t2 = 1.2s 4 -0 

En cl instantc cn quc Ins pelotas chocan. sc igunlan sus 
posiciones ( v# = \'a ): 

v^ofl-2 + 12)gfl - 2+ '1 > 2 = v 1,0,2 ~2 g ' 2 

Sustiluycndo los vnlorcs numcricos: 

(15)(l,2+/2j-i9.8f1.2-»-/j; 3 -l2r2--9.8/| 

18 +15r 2 -7.06-1 1 . 8*2 -4.9/J = 12/2 - 4.9/J 
8 . 8 / 2 = 10.9 => 12 ~ 1.24s. // =1.20+ t 2 = 2.44s 
La altura a la cual ocuitc cl cheque cs: 

h = VA = (15)2.44 -1(9.801(2.44 = 7.43m 

PR-3.17. La mltad del rccorrldo en el ultimo segundo. 

Un objeto se suclta desde reposo a una altura h y sc 
observa quc cn cl ultimo segundo dc su cafda rccorcc li/2. 

a) /.Cual fue el tiempo total dc cafda? 

b) /.Desde qu6 altura cayrt? 


Solucion: a) Tomcmos cl ongen y = 0 en el punto arriba ^ 

dondc sc suclta la pclota. y cl sentido del eje +y hacia “~. v= 9 /=^- 

abajo. Las condicioncs inicialcs cn to - 0 son: Vo = 0. v 0 = 

0. La acclcracidn cs constante. a = +g . Si la pelota choca 
con cl suclo cn cl instantc /. la altura h dc cafda es: 



/ , 

y = y 0 + v v0 /+-«/- 


h -v >} 


(i) 


Como la pclota rccorrc la segunda mitad cn un segundo. 
la primera mitad la rccorrc cn (/ - I) segundos. Por lo 
tamo: 


ill 


j/»=j*//-/; 2 


h = g(t-l) 2 


( 2 ) 


Igualando las dos cxprcsioncs (I) y (2) para It, 
simplificando y dcsarrollando sc licnc: 


-gt 2 =g(t-1} 2 


/ 2 -4/+2 = fl 


i 




fl=H’ 

i _ 

I ' 


+/t/2 -jfO 

v-i 


cirtnM,n: 

at** 



. cstc prohlema. s6lo licnc sentido 
{0 nd' eione5 , i. 4 i s quc cs mayor quc un segundo. 
. ..-mno. L - " * _ _„,,rwWfn a un evento 


l«c co* ,w ‘ , -I.UIsqUCCsmayu, *- 

£ "Jcll' e,,,p0- 0 585s corresponderfa a un evento 

f>.‘ n L * J innzara la pclota desde ahajo hacia 
>• a. punto mix,mo cn r = 0 con v = 

j/rib 3 apiece a cacr. 

°' y|UJf '’ C C3fda durante cl tiempo dc 3.4 Is es: 
HU4" uradC 

/ -1(9.80 ™)<3.4I) 2 =57.0 m 

h'-V 2 5 ” 


Efl^ 


,Ca!da desde un globo que sube! 


nn nasaicros asciendc verticalmente a una 
tin gl° b0 L O « m/s. Cuando sc cncuentra a una 


°"* ,0bO ole dc 9.8 m/s. Cuando sc 
*•*«- n i sobre cl suclo. se dejacacr un paquctc. 
^ u j " 0 (jjmpo estard el paquete cn cl a,re despues 

o «r!i su°velocidad justo en cl momento de chocar 
crnel suclo? 


Solucm ^ En la figura sc toma cl ongen y = 0 en cl 
Tuslo y el sentido del eje +.v hacia amba. Para calcular cl 
tiempo de cafda. aplicantos la ccuacidn de cincmilica 
poraacclcracidn constante, a = -g: 

y(/) = yo + vpr-^gr- 

Con las condicioncs inicialcs: 

b- 0: v 0 = H =+39.2 m. v 0 = +9.8 m/s. 

Licondicidn para v a es debida a que cn el inslante dc 
u?lLarlo. cl paquete llcva la misma velocidad que el globo. 
“ c * * ns,anlc / el paquete choca contra cl suclo y su 
ftwilcnada cs vf/) cs cero, por lo tanto: 




gt 2 -2v 0 t-2H=0 
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Rcsoucstm 


a) r = 3.41 s 
h) h = 57,0 m 



-i-53 J 
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Rcsolviendo la ccuacidn cuadritica cn f. 


2ro±J«-S*«fH _ re. 

' = 2f s 

i/s ^ | 9.80m/s 2 , 

* \ 9,ROm/s 2 


9.80mA 
" 9,80m/!; 


2x39,2m 

9.80m/s 2 


(*“ 

X*=+4s 


En cstc prohlcma solo ticnc significado ffsico la solucidn 
posiliva. l> = 4s. 

U solucion ncgativa l=- 2s. corTcspomlerfa a un tiempo 
anterior a cuando el paquctc fuc soltado desde cl globo. y 
scrla como si en esc cvenlo. cl paquctc hubiese sido 
lanzado desde cl suclo hacia arriba. Esto queda iluslrado 
cn la grifica dc y vs r. 

b> La vclocidad final del paquete cuando llcga al suclo cs: 

v = v 0 - gr = 9, ROm/s - (9.80m/s-)(4s) = -29.4 m/s 

El signo (-) aparcce por haber cscogido cl sentido del eje 
y posittvo hacia arriba. Por lo tanto, la vclocidad final v 
apunta hacia abajo. 


PR"3.19. / Colisldn de pelotas en el alre! 

Desde cicrtn allura //. un nifto deja caer ia pclota A. En 
cl mismo instantc. su herrnana lanzu la pclota B desde 
abajo hacia umba. cn la misma dircccidn vertical, a una 
allura /t y con vclocidad initial vqq. 

a) ,’.AI cabo dc cudnto liempo chocardn las dos pelotas ? 

b) i Ird la pclota B subiendo o bajondo cuando choca? 


Solucldn: a) Tomemos cl origen cn cl suclo y la 
dircccidn y posiliva hacia arriba. Para arnbas pelotas la 
acclcraci6n cs a = -g, y sus posicioncs son: 

Pclota A: y A = y 0A + \'oa t - “ ** 2 = // - ^ gr 2 I ) t \ 

Pclota B: yg = y 0B + \ QB t-L Rt 2 - /, + V()Rt ^l^2 

En el momento cn que las pelotas chocan, sus 
coordcnadas coincidcn ( y A = y B ), por lo lanlo: 
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a) r = 4 s '—- 

b) v = -29,4 y r^*, 


Condicioncs inicialcs 
Yao-H v ao °0 

V/io = h, Vflo* 0 


y. 
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H-h 


ll-h- ''on* ° von 

instantc la pclota B iba subiendo o 


esc inM** 1 "'- 




H-h v jin Kill h) 

'BO v *0 


(V SUCCdCr ,rCS “““= 


presirin. dependiendo del valor de la 

. ^ _ _trite rime* 


,Jjd in 11 


i) 

juste cn c 

(Pitima- 


VB = 0 y cl choquc ocurrc 


5 i VB ° ; ^ c cn quc | 3 p C | 0la b alcanza su altura 


r^ZHT) =» Vfl > 0 y cl choquc ocurrc 



^un'Jt-lc'^vasuhicndo. 

; ^«br<'^ D vabajando 


c 0 y cl choquc ocurrc 


Malabarlamo en la calle 

Un malabarista ticnc la habilidad dc sincronizar cl tiempo 
cn que puede ir arrojando al airc un numcro dc pelotas 
nuentrat las va rccibiendn y pasando a la otra mano. 
Supmga que tarda 0,5 s entre recibir una pclota, pasarla a 
Intra mano y estar listo para atrapar la siguientc. 
al -Si dcsca haccr cl acto con ires pelotas. con qud 
\clocidad vertical debe arrojar cada una? 

b) ,Aqu£ allura debe lanzarlos por encima dc sus manos 
pmnunejar cuatro pelotas? 

c) t Cuil scria cl numcro mlxinto dc pelotas que puede 
ninicner cn cl airc si rcali/a cl show cn un silio dondc cl 
techoqueda a una allura 5 m por encima dc sus manos? 


SM/K a) Tomemos cl origen cn la mano que lanza 
cruviV C C ^ C vcn ' ca * con + > hacia arriba. Como hay 
Un ,n,crva, ° dc °- s 5 entre cllas. cl tiempo 
r^complctar un ciclo cs l 5 s 


Be spue s la; 


a) r = 


H-h 

V 0B 


b) Pudicra ir subiendo. bajando o 
estar cn cl tope dc su traycctoria. 



C * >:Qn *”*»c»Rtctllln,,. 
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Solucldn: a) Partiendo tic la acclcracirtn: 

dv . , dv , * 

a = — = -Jtv* =» — - -lull 

dl V 2 

r ’ ^=-a r ^ —f =-*< =» -=—+*» 

J .„‘- J„ Hr. " •» 


La constantc A cs: 


l’v »•<, 15 3 fi 90 


La vclocidad cs: 


Vn 6 90 . 

v =--— =-=- m/s 

/ + Jtrvfl 1 + /6/90 15 + r 

Para hallar .r. intcgramos csta cxprcsidn: 

>• = — rfr= .<*/= -^-<* = 90//i(l5 + rj|i 


Jt = 90/n-^ji = 90/n(l + ^ 


c) La vclocidad cn funcidn dc x cs: 

r = l5(f j/90 -l) v(x)=6e~ xno 


PRz3 .30. iCon qud vclocidad ae acerca el bote? 

Una persona cstA cn un mucllc y lira mediame una cucrda 
dc un bole que cslA cn cl agua. 




rM«-* 


540 

l + ktvo 90 + 6/ 
ln( 1 + krv 0 ) 


x(t) = 
v(x)-v Q e- kx = 6*-*™ 


k =90/^1+^) 


Si la persona rccogc la cucniii 
una vclocidad constant? v,* icc« 
qud vclocidad sc mueve cl h* 
hacia cl mucllc cn cl momenta n 
que cl Angulo que fornu 1/ 
cucrda con la horizontal cs Q • 
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In disiancia horizonial del bote al 
nicli^ Sl J .mri del punto dc apoyo dc la cucrda 
long*-* .lei iramo dc la cucrda «: 

r- 


rude* floe 


L~ dx 2 + h 2 

va acortando cl pedazo dc cucrda 


/ r -- / / dx 

di-lfS + h 2 -~J , T— 7 ,2i -Z 
> O'-fi'jt 2 + d ‘ 


TcfnJ ndo c 


en cuentn que dx/dt cs la vclocidad del bote 


sc ob» cnc; 



Movlmlento dc la sombra del alcatraz 

Un alcatraz anda cn busca de comida y desde cierta altura 
disisa un pc/ en cl agua. 

— 


Respuesta: 


V B ~ vp/cosO 



El alcatraz desciendc cn picada cn 
linea recta a una vclocidad u que 
forma un Angulo 0 con la 
horizontal. En esc momcnlo los 
j rayos solares estin incidicndo a 
un Angulo 9 por cncima del 
j horizonte. ^.Con qu6 vclocidad sc 
desplaza sobre la supcrficie del 
agua la sombra del alcatraz? 


Considcremos cl triAngulo formado por el 
punm fijo cn el pez y per los dos puntos mdviles: cl 
ucatnz y U sombra: 


A1 tratra: 





Ravos 


Pez 
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PE:3,01 . l Verdadero o Fal*o 7 


VERIFICA TU COM PRp^ 


C 11.'il dr lav sipinrntes afirmaJiones cs U dnica vrnindtra: 

a i Si rn un invtanfr determinado la accleraciiSn vie una 
p.infnib rs pcnitiva. cu vclocidad e\ tambi^n posiliva. 
b) Si In iwelcracirtn es ccro. b pafticuU cstA en repose, 
c i Si mm panlcub mi en rcpnvo en un cicrto instantc. su 
acelcrarirtn r.v rrro rn e*c instantc 

(II lai vcIficidAd de una particub no puede aumentar si su 
iicrlrrucirtn evil disminuyendo 

n l Inn p.tnirula puede lener velocidad instanldnea nula 
nun ciinndo cstf ncrierada 


EEJ. 02 . Comparacldn de dos mo vim lent os 


Dot atlctai. A y 13 amen en una pista recta y el grdfico 
tmirMrn In posicirtti *(m) en funcidn del tiempo f(s). al 
cotnicnro de In cotnpeiencia. ,Cull de las siguicnlcs 
ufimiucinnrs cv correct*? 

ul Tnnto In vrlocidnd de A conw la de B cstA aumentnndo. 

b) I in el instantc / = 5 s. ticncn iguil velocidad. 

c) I in cl instantc / * 5 s. tienrn igual aceleracirtn. 

d) Un un institute lomprcndtdo entie t = 0 y t » 5 f. los 
dos allrtas ticncn igual s doodad. 

c) litt un instantc comprendido cntrc f«s0y/ = 5i, lot 
dos ailclas ticncn igual acdeiacirtn. 



PE-3.0 3. £I veloclmetro y el oddmetro del cerro 


HI vclocftnclio dc un carro tndica su velocidad 
instantAiuM. micntrus que cl odrtmetro (cuentu kiltirnelros) 
indica la dislancia total que ha recomdo. Una persona 
quietc compiar un carro cn una agenda y solicita que le 
den uiu demastrjcidn. HI cam) salirt de la agencia cn cem 
km. y durante el recomdo. cl comprador va anotando las 
Iccturas del vclocfmctro (cn kin/hi para dislintos 
instantrs dc tiempo (cn horasl, obtemendo cl grSfico 
moNtraJo ^Cuil scrl la leclura final del oddmetro, 

•> 20 km b) 40 km c) 50 km d) 60 km e> 80 km 


v(km/h) 
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re ** movlmlentoa . 

^ Cor*P* rr 

,fvcn paralclamentc cn Ifne* recta, hacia 
+ povicioncs fucron rcgistrad** cadn 

:M * represent;* cn la figura sigutente 
con** sc rvi 


-a ° 


5 

n 


v *»« ., » I, mumaow,, 
»ununuir*h, Ini i| m nm« tlrrwn 
* mum. vvlncidMl mol,4 

•») rn el inters alo do I a 2 
^lencl interval**dc J W 4 
O cn cl instantc 2. 
dl cn cl instonto 5 
cl nunc*. 


SI tomamos en eventa la trlccldn del alre 

lanzada vertiealmente hacia nrriba. S* sc 
la frice ion que presenta cl airc sohre la 
tie* Cn C comparan*os cl tiempo dc bajada con el dc 
jjjjdl podemos asegurar que; 



, —wa lanla iitual tiempo en bajar que cn suhir 
i Seloutanl* mas tiempo en hajar que cn subir 
b, | telota larda menus tiempo cn bajar que cn suhir 
j!w« puede ptedeeir cl rcsultado. 



Soltando doa pelotaa de dlferentes nlturna 

[Xupclotas, A y D. sc dejan coer simultAncamcntc desde 
ilturn difcrcntei dc la mismn vertical. A medida que las 
pious caen. la distaneia entre ellas.... 


niumcnta, bldisminuye. c) pertnanccc constanlc 


P E-3.07 . Soltando doa pelotaa en dlferentea Inatanlea 

Liu pc I ot a, A, sc deju cacr desde cicrta allura y un 
bCfunJo Jespu^s vc deja cacr otra pc Iota, B. desde la 
immu aliuu A medida que las dos pc lot as cacn. la 
Juuneuentre ellas.... 

»»amenta, 
k, i {fcaninuye. 


^ 3 Qnemjtics Fleet I line a • 


O D. Figueroa 



111 



















































$0luclfa; Al cnbo dc un tiempo t I* distancia dc cada 
vchfculo al crucc cs: 

d A -d A o~ v*/ = 40-4Sr 

dp = dpo ~ v B t = 50 - 36/ 

Aplicando PitAgoras. cl cuadrado dc la d island a cntrc cl 
carro y cl camirtn cn funci6n del licmpo, cs. 

7f‘ =d\+dl= (40- 48r| : + f5°- 36() J 

Para que la distancia tenga el menor valor posiblc. sc debe 
cumplir la condid6n: d(AB )di = 0, 

— {‘AH 2 ) = 2/40- 48/)(-48) + 2(50 - 36/)(-36) = 0 

dt 

3600/= 3720 => , = ^55 = I,033hOraS 

Dclcrmincmos ddnde sc encontrarf cada vchfculo cn cl 
momenln dc mayor aproximacidn: 

d A = d A0 ~ va* - 40 - 48( 1 .033) = -9,58km 

dp = dp 0 - v B t = 50- 36( 1.033) = +12.8km 

HI signo negativo cn d A indica que cn esc insrantc. cl 
cam) ya habrf rebasado cl crucc cn 9.58 km. mientras que 
al camidn lodavfa 1c falla 12,8 km para llcgar. I-a 
distancia cntrc los vehfeulm cs: 

ABmn = + 4 = ^-5Htin> 2 + n2.Kkm) 2 = 16km 


PR-3.28. El sltlo mas aproplado para lanxarae al agua 

Un salvavidas esiando cn cl punto A cn la playa oyc los 
gntos dc una muchacha que pide auxilio desde un punto 
C. situado a una distancia perpendicular a la orilla. CD = 
200 m: 




A 


SEP. 


Carm 


•s 

-5 

J \l6km 
\ 

-.9 


| 

'j 

- \ 

3 


N 

o4-e 

s 




CamiiSn 


Insrantc dc mayor acercamiemo 

Rcsbuu'j. 


__/ = 1,0.13 
All mm = 16km 


El salvavidas sahe que puede 
corrcr cn la arena a 6 m/». 
puedc nadar solo a 1.5 m/s 
/ Hasta que punto B debe Ikf* 
corriendo paralclamcnte a * 

orilla. para desde allf lan/J»* 1 
agua y llcgar hasta la much*** 
cn cl menor tiempo posiblc 


104 


^ |. t vc loci dad del salvavidas cuando 
sc ,0lt* S ‘ ' '"i'ienipo para recorrer la dittanci. AH 

la arena. __ 

* AH d/>-» 


I AH : 


*’/ 


la velociJad dc nado. cl licmpo 


ncccsano para ir 


Si *2 „ . 
icBAC*' 


£jticmp° 


total 


rc Jen'** 2 
f * C = T7 = v 2 

para ir desde A hasta C serf la suma: 


AD- x \CD‘ + x- 


T=tAB + t 0C =“ 


jD-x V200* + x 2 

J - 6 + 1.5 

_ flUC |a funcidn T(x) tenga un valor mfnimo sc 
impone la condictfn: dT/dx = 0: 




I 


2.r 


. = 0 


dt ”6 + 2(1.5) 7200^+^ 

Pespejando r. 

>l200 2 + x* =4.t 2 => .t = 51,6 m 


PR-3.29. Movlmlento retardado por la frlccldn del agua 

Cuando sc Ic apaga cl motor a una lancha que marcha a 
cicna vclocidad. la friccidn con el agua lo va frenando 
enn una decclcracidn que cs proporcional al cuadrado dc 
«u vclocidad instant&nca: 

dv/dt - - kv- 

I)ondc k (cn m' •) cs una constantc. 



Respuesta 


Debe lan/arsc al agua a una 
distancia: x = 51.6 metros dc D. 


Suponga que cl motor sc apaga 
cuando la vclocidad cs v„ = 6 m/s 
y que csta disrninuyc a v = 3 m/s. 
cn un licmpo / = 15 s. Determine: 

a) La vclocidad dc la lancha cn 
funcidn del tiempo. 

b) La posicirtn cn funerfn del 
tiempo. 

c) La vclocidad cn funcidn de la 
posicidn. 


* © D. Figueroa 
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Aplicando cl icorcma dc los scnos. hallamos la rclacidn 
cntrc la disiancia r del alcatraz al pc/ y la distancia .1 dc la 
somhra al per: 

r _ x 
ten 6 sen a 

Cnmo tenet = sen( 0 + PJ. despejando x: 

,sen(0±Q), 

x = r/- —J 

senO 

Los Angulos 0 y ppermanccen fijos, por lo tamo si 
dcrivamos .t rcspccio al tiempo obtenemos la rupidez dc la 
somhra: 


_ dx _ d . sen(6- f 0 ). , sen(Q + OK dr 
1 dl dl senO send dt 




= J<7J(0 


*0) 




/ s £ n 1 0 1 O i 
1 senO 


PR-3.32. Elevando un piano con movlmlanto occlcrodo 

Para clcvar un piano hasta un tcrccr piso, sc 1c suspende 
mediante una cucrda que pxsa por una polca fija y cl otro 
extremo csii amarrado a un carro. 


ggs 

v 1 ■■ 

r\ u 

, r c c 

i r r 

, ^ i 

lil 

i 


\ 

\ * * ^ 

—li'Lj 

A 

•>* 

\ - h ' 

\ • N \ 

IMf 

*fr 1 

[ \ 

|S| 


1 

\ \ 


! 

J 

L 


h - 

-.c- —M 


Solucldn; La longitud dc la cucrda cs la suma dc las 
longitudes dc los dos tramos: 

L = Jn + BC = (H-y) + Jim x 1 
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La longitud total dc la cucrda n 
L = 24 m. la polca csti a tu 
altura H = 12 m. y la veloodu 
del carro cs cons tame, v c = o.l 
m/s. Cuando cl piano va por b 
posici6n x = 16 m. determine: 

a) La vclocidad vp del piano 

b) La acclcracidn zi/>_ del piano 
j,Por qud si la vclocidad del can 
cs constantc. cl piano »uh 
acclcradarncnlc? 


O D. Figueroa - Cap. 3: Clnemitlc* 


y(x)~ 1/144 + x 2 -12 


24 *\*-* ) *' 

^^idadde.ptanocs: 

^ i jL = jL(yf\AA + .T* -12/ 
vp ~ dx dr 

cuenta que dr/dt cs la vclocidad del carro, 

Tc niaml 0 
\ Ct se obuene. 


tLx t x 

_ ^ - - (—) = — - vc. 

vp 2>j\44 + x 2 d* vl44 + x* 


/ 


cn uuc la posicidn del carro cs x = 16 m cl 
* el V = 8 m y su vclocidad es: 


m\<c = 0.8x0.4rti/s = 0.32 m/s 


piann va por 

Vp ^144+ 16 2 

b) La aceleracidn instantinca del piano es: 

_ dvp _ d x 
aP dx dx Vl44 + x 2 C 

, dx/dt \ x 2x 2 (dx/dt) , 

+ 2\l44 + x 2 p'2 yVC 

144vs. 144(0.4m/s) 2 _ DO t#v , , 

ap =- V in = - ~in ~ 2.88x 10” 3 m/s- 

F (144+ JT 2 ) 3 ' 2 (144 + \6 2 )^ 

El piano tiene un movimienlo acclcrado porque cl 
vegmento BC dc la cucrda va cambiando dc direccidn. 




0* 


o\ 


<*) 


tV 


-W 


i*v 


Rcspucatn : 


a) v/> =0.32m/s 

b) Of = 2,88*10' 3 in/s- 


•A' H - fsK> 


be - 'PF-.f’- 1 




Figueroa 
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PE-3.08 . Grtiflco dc vclocldad vs. tlempo 

El grrifico tic la derccha mucslra la velociriuri enfuncidn 
del tiempo dc un objeto movidndosc cn Hnca rccia. 
Rcspccto dc los punlos A y D del grflfico. sc puede deeir 
que: 

a) En cl punio A cl objelo va eucsia arriba 

b) En A cl objelo esiA mnvidndosc a 45* con cl eje .r. 

c) En cl punio D cl objeto va cucslu ahajo 

d) En cl punio B cl objeto va por dchajo del nivcl dc lierra 
c) En B cl objelo viaja cn dircccidn opucsia que cn A. 


PE-3,09. Lanzamlcntos hacla arrlbn y hncla abalo 

Desde una allura dcicrminnda y simull.lncnmcntc. sc 
lanzan vcnicahncntc dos pclolas. La pcloia A sc lanza 
hacia arriba con rnpidez inicial i f > y la pcloia II sc lan/a 
hacia abajo con la misma rapidez inicial. v n . 
Dcsprcciando la rcsistcncia del aire, sc debe cumplir que: 

aj La pcloia A llcga al suclo con mayor rnpidez. 

b) La pcloia B llcga al suclo con mayor rapidez. 

c) Las dos pclotas llcgan al suclo con igual rapidez. 

d) Las dos pclolas llcgan al suclo simuIlAncamcntc. 


PE-3.10 . Mono pcIJgroso cn la mat a dc cocos 

Un mono estd cn una mala dc cocos a una allura h = 19.6 
m y cn cl prcciso instanic cn que un turisia va pasando 
por debajo dc la mala, cl mono deja cacr un coco 
dircctamcnic a su cabcza. Si el lurista llevaba una 
vclocidad v = 1.5 m/s. ( ’,a qud dislancia por delrAs dc til, 
chocri cl coco con el suclo? 

a) 0,50 m. 

b) 1,5 m.. 

c) 2,0 m. 

d) 2.5 m. 
c) 3,0 m. 
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O D. Flfliioioa -Cap. 3: Clnemilkt 


de vclocidad vs. poslclin 

, ajj. G,t " C 

^ | r inco sobre la mevc. pane del 
f} cj iud' anic <|i7a sjn friccidn cn una pcndicnic cucsia 
Vy 5CdC \ccta. ;.Cu.1l dc Ins siguienles grificos 

V,in cn l' nca . vclocldad cn funcirin de la dislancia r 
jW rescnl j 

^^.n.ndc part'da. 



Tlempo que pasa el metro dentro del tiinel 


Innciiud L = 100 m sc dirige a un lunel 

tren uc 

rtlocid^ consume v - 15 mis. 


VOSDli 

(S 

El 

-- z\ 





El lunel nenc 200 m de largo. Si 
cn un instante dado cl tren esii 
entrando al tiinel, despues dc 
cuanio tiempo habrA salido 
completamente? 

a) 60 segundos 

b) 45 segundos 

c) 30 segundos 

d) 20 segundos 

e) 15 segundos 


PE-3.13 . Carrera de relevo 

En h compeicncia dc relevo de S00 metros pianos de los 
pegos universitarios. la primera corredora cubrio los 
prjncrcs 400 metros a una vclocidad de 5 m/s. 





Rectihnea - OD. Figueroa 


Para poder alcanzar una vclocidad 
promedio de 10 m/s, la segunda 
corrcdera tendria que corrcr en los 
400 metros restanies a... 

a) 12.5 m/s 

b) 15 m/s 

c) 20 m/s 

d) 25 m/s 

c) mayor vclocidad que la luz. 
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PFM.02. iCutl »*rA la ruia de la hon-ilga ? 

IJn hormiga parte del repoxo desde un punto dc 
coordcnadax (x = I cm. y * I cm ) y ' c rnuc\c con una 
accleracirin: 

aft) * ht* x *■ 4 ty cm/s* 

DorwJc cl tiernpo t ru/t cn sepundox 

al Determine m vclocidad cn (uncnVi del tiempo 

h) Determine su pmiciftn cn funciOn del tiempo v ; 

c) Determine la iraycctnna dc la hormiga . 

d) Grafiqur la trayccinria desdc t - 0 s hxxta t - - s 



+ c, = 2 t* 


Solucldn: a) I-a componcnic i dc la vclocidad se ohticne 
a partif dc In acelcraci6n cn esa direccion: a t = dvjdr. 

i'j = J u t d\ = J (it*dt~ 6—• 

Dr nmnrrn similar. para la componente y dc la vclocidad: 

v> «= J a y dt - | 4 rd/ = 4 y ♦ = It 2 cm/5 

|»or It* tanto. cl vector vclocidad cs: 

y(t) * ( 2 / ** 4 2 t 2 y) cm/s 

b) La conrdcnndu .» sc obticnc u partir dc la componcnic x 
dc la vclocidad. v, = dx/dr. 

X = J v x dt « J 2 t J dt = 2~ 4- CJ = (^- + \) cm 

IX* mancra similar sc obticne la cwrdenada y: 

v = J v y dn= J 2 rdt = 2j +cj = <|f J + U cm 

Por lo lanto. cl vector posicidn cs: 

r(D = /(^-^Di*r(|r i + Uy/ 

cl La ccuacidn dc la traycciona sc obticnc expresxndo el _ 
liempo cn funcidn dc i(r) y sustitu>*ndolo en la expresidn ! 0 
para sit): 


Velocidad inicial cn t = q- 
Vjr =0 =5 c/ = 0 

Vclocidad inicial cn I = ft 
Vy = 0 => ci =0 


Posicidn inicial enf = 0: 

x =1 cm =3 cj = I cm 
V = I cm => C 4 ■ 1 cm 


y (cm) 
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t*< 2 ' 


- 2 / 


d' 4 =^> 


v--(2\ -2) V4 + l 


[V*** 


, (slin cn ifnliinc'f"' 

f l f • 


\ c y vs *. hemos dibujado la ccuacidn dc 
E.I* f rif ' C “ '1 cl insiante f = «> s. povc.An: <> = I cm; 

cl insiantc r= 2 *. posiMn. (.« = 9 cm; v = 

icm) h3S 

'turn)- 


£g4j& Bsto lo dljo GaWeo... 

de Galileo Galilei “Dos cicncias nuevas” cl 

f/M< , excedan o no Ueguen a 45* por 
para* 1 *' _i.. r / n < alcances horizontales son 


»im/c.r. /oj alcances horizontales 


ca ntidad es ‘S 

VeKfiJi* **** ascvcracidn. 


flespueald 

^ <?t'i • :r<ia n \ 

b) rD)r:/(~- + |,{ M i f i 

c) v -2) V4 1 1 



/i/Gto Considcremos la expresidn para cl nlcancc 
f^tal dc un proyectil que cs lan/.ado con vclocidad 
Jv-,1 vo a un Angulo 0 con la horizontal: 

v 2 sen 20 
R = J1 - 

R 

Cuandocl Angulo dc lanzamicnto es: 0i = (45*+ d) t cl 
lkaix'c cs: 

u vfisen(9(r+2<P) vficos(2Q) 

/h “ J - 1 - 

R R 

Micniris que para un Angulo 62 = (45* - 0), cl alcnncc cs: 

ft - v Q4tn(9(jr-20) _ v 2 cos( 2if>) 

K R 

. c 'Prcsioncs coincidcn. por lo tanto el alcancc 
; n J l de un proyectil con una rapidez inicial fija scrA 
r^ra d(H Angulos que cumplan la condicidn: 

0/ = (45*- o; 

(b = (45*+ 0 ) 




u c»lmienio en Dos v Tret 


Galileo Galilei (l564-1 M2) 



Reapucsta 


R 










































muM. 


PRINCIPIOS FUNDAMENT. 


VECTOR POSICION 

La posicirtn rclaliva dc un objcto rcspccto dc un marco dc 
referenda queda espccificadn por cl vector posicidn. o 
radio vector 7. Estc sc extiende desde cl origen O. hasta 
cl punto P representative del objcto. 

En un sistema de coordcnadas cartcsianas U. v. z) cl 
vector posicidn cs: 

7 = xr + yy +zz 

Dondc (i,y,£) son los rcspcctivos vcctorcs unitarios. 


VECTOR DESPLAZAMIENTO 

Durante un intervalo de tiempo A/, cl dcsplazamicnto del 
objcto cs la difcrcncia dc los dos vcctorcs de posicidn 
corrcspondicnlcs: 

A7 = 72-77 

En coordcnadas cartcsianas. el vector dcsplazamicnto 
ticne por componcntcs los dcsplazamicnlos sobre cada 
uno de los ejes. 

A7 = (X 2 -xj)x + (\‘2 -yj )y + (Z 2 -zi)z 
A7 = Atr +Ayy +Az£ 


VELOCIDAD MEDIA 

Sc define cl vector velocidad media durante intervalo de 
tiempo At. al cocicnte entre cl vector desplazamiento y cl 
intervalo de tiempo: 

A 7 

v m= — 

At 

En coordcnadas cartcsianas la velocidad media ticne por 
components las vclocidadcs sobre cada uno de los ejes. 
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© D Figueroa - Cap. 4: Movlmlento en Dos y Tras Dlmtnsto* 1 


# 0 ' 


CI0A0 


instantAnea 


.cc' 0 ' , ruandocliniervalodencmpo. A/.uende 

A? dr 


instnntdnca cs el Ifmite dc In 




v " .vet'll A/ dl 


insla mdnca cs pucs. la dcrivada del veclor 




^ cn coordcnadas cartesianas. las 

Si ''^“"del veclor velocidad son: 

dt - .d> If + *£ = Vj i + v y v + v.£ 
dt■ d / 

y^alode la velocidad insiamdneaes: 




y + v c 


aceleracion media 


El vector velocidad puede variar durante el movimiento. 
Sc define cl vector accleraci6n media. a m . como el 
cocicnte entre la variacirtn del vector velocidad. Av y el 
tntcrvalode tiempo At. 

- V 3 ~v/ _ Av 

,2-tj "A/ 

Observe que cl vector acclcracidn media. a m . tienc la 
raismadireccidn y sentido del vector Av. 


ACELERACION INSTANTANEA 

Si consideramos un intervalo de tiempo infinitamentc 
rfqueflo. sc define el vector accleracidn instantdnea como 
1 nsada del vector velocidad rcspccto al tiempo: 

3= = 

Ar-*o At lit iit• 



La velocidad instantdnea. v 
es tangente a la trayectoria 


Componcntcs cartesianas 
v = v x x+v y y + v z z 


V/ \ /'X 

^ 0 


-~rfr 

o 

11 

La aceleracion tiene la misma 
direccion y sentido que el cambio 
instantdneo de velocidad 


bnto an Doa y Tres Dlmenslortes - O Q. Figueroa 
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Podemos considcrar cl movimiento del pro\cciil conn 
superposicidn dc dos movimientos indcpcndicnlcs. 1) Un 
movimiento uniformc cn la dircectrin x, y -) Movimiento 
cn la dirccc.dn vcmcal somclido a la acclcracidn dc la 


gravedad hacia abajo. 5 = -gy. 

v v " y xn mV n('osf) 


w* 


Hemos clcpido quc cl origcn O dc las eoordcnadas cstd cn 
cl punto dondc cl proycclil sale disparado y cl eje y + 
vertical hacia arriba, cscribimos las coordenadas (x , y) en 


cl inslantc t: 


x(t ) = (\'ocosd)t 


y( t) = ( \'osen9)t -—gt^ 


(1) 

( 2 ) 


Trayectoria: La cxprcsi6n dc la trayccloria \ix) sc 
obtienc despejando cl liempo dc la ccuacidn (1) y 
sustituydndolo cn la (2): 


six) = ftg9)x ■ 


2(vocos9) 2 


La curva quc representa la ccuaci6n de In trayectoria dc 
un proycclil rcsulta scr una parabola. 


Tiempo dc vuclo: El liempo total dc vuelo sc India 
hacicndo yit) = 0: 


0-(vosenO)t--gt 2 


2\'osen0 


Alcancc horizontal: La distancia horizontal total 
rccorrida durante cl tiempo dc vuclo / cs: 


R = vqx 1 - v 0 cos0( 


2vpsen9 ^ _ v 2 } seti29 


Altura maxima: El punto mflximo dc la trayectoria y = // 
es dondc la component vertical dc la vclocidad sc anula: 


v y = v ?o “ 2gH =0 


// = '-*1 - ( v oscnO) 2 

2g 


Conditions ini cialer 

x 0 = Vo = 0 
v x0 = V’qcojO 
v y0 - v o*cn8 


Trayectoria: Parabola 


yix) = (tf>9). x - 


2(vocoi0)l* 


Tiempo dc vuelo 

2vqsen0 
S 


Alcancc horizontal 
K v^sen20 


Altura mdxima 
vh en 2 0 


Ha¬ 


ig 
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O D. Figueroa - Cap. 4; Movimiento an Dos y Tres 


Dim 



PROBLEMAS RESUELTOS 


Un 


. l . lull ,d'fnpcrrocnbu,cad',u h u»o 

PH^ 

por su olfato anda cn busca del silio 
pcrro ^ u,ad ° h y CS o y sigue una ruta determinada por 

> e f n ^comofuncionc,dcUi e m P° : 

O'*'" 3 * 

xll >*2, *>-’-* ( ' >0) 

, ev5e midenen metros yrensegundos. 

Doode «li4 la irayecwria del perro? 

*<*:vdocidad cn func.dn del tiempo. 

"‘Sqe memento rd) V vtO son ortogonalcs? 


I m a) Para hallar la trayectoria del perro. se 
^cHiempo en funcidn de xy se sustituye en yit,. 

1 

X i -% x m 

ylx) = 3-(~) -3 J 

b) El vector posicidn y cl vector vclocidad en funcidn del 
liempo son, rcspcctivamcnte: 

r(t) = 2tx + (3-t 2 )y 


\(t) =— }(t) = — 12tx + (3 - 1 2 ) vj = 2x - 2tx m/s 
dt dt 


c)Cuando v(t)±r(t) sc debe cumplir, v(t)^r(t) = 0: 

(2x-2ty)*l2tx+i3-t 2 )yJ = 4t-2(3-t 2 ) = 0 

2t* - 2t = 2t( t 2 - I) = 0 

Ins,an,cs dc tiempo son: t = 0,+ls. Los vcctorcs dc 
P ° MC,< * n cn csos instantes son: 

? (0)=2(0)x+(3-0)y = 3y 
? <l> Si 2<hx + <3-l 2 )y*z2x + 2y 
^ 4:lh ^mknto 


yim) 





22 

¥ 

■** 


rf 





x(ml 


[ ^ 




,r 


t=ls 


I 

' r 

X 


1 


\ 

K 


3 4 

x (ml 


pesoucstn 


a) y (aj = J-—— 

4 

b) v(l) = 2x-2ty m/s 

c) t = 0.+ls _ 


1 o an Dos y Tres Dlmanstones -OD. Figueroa 
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En coordcnadas cartesianas cada componcntc del vector 
aft) es la derivada dc la corrcspondienlc componcntc dc 
vft): 

- </»•*. dVy . dv. . - ; . „ ; 

a = j +—- v + —~Z = <*x x +fl v> + 
dt dl dt 

El vector vclocidad puede vanar cn mridulo. cn dircccion 
o cn amhos cosav En cualquicra dc cstos casos. hay una 
acclcracirin. Cuando s61n varfa cl modulo dc v, cl 
movimicnto es rcctilfnco. Un objeto puede tener cl 
mridulo dc su vclocidad. constantc y sin embargo cstar 
acclcnido. Esto ocurrc cn cl movimicnto circular uniformc 
que cstudiarcmos cn cl prriximo capflulo. 



v es tangaueala 


fr ayect ( 


“apimtahaaaclladoc 


'Ofy 


ECUACION DE MOVIMIENTO 

I«a funcirin Tft) contienc toda la informacidn accrca del 
movimicnto. Si conoccmos rft). cntonccs podemos 
cnconlrar cn forma dirccta. par dcnvacidn succsiva, la 
vclocidad, v, y la acelerucidn. a. 


. dr(t) 
dt 


= _ dv(t) 
dt 


Invcrsomcntc, si conoccmos la acclcracidn cn funcion del 
liempo. d(t).y las condiciones iniciales . podemos 
cnconlrar por intcgraci6n succsiva. la vclocidad, v, y la 
Icy dc movimicnto rft). 


v = J* a(t)dt } = J v| 


(t)dt 


ACELERACI6N CONSTANTE 

Un caso dc particular importanciu es el dc aceleracidn 
constantc (tamo cn mrtdulo como cn dircccidn). Si 
integramos la expresidn: dv = ddt. sc obticnc la vclocidad 
v. al cabo dc un tiernpo r. 


f‘</T = \'dd 

J V 0 J 0 


ddt => v - vq = dt 

Dondc vq es la vclocidad cn el instante inicial t = 0. 

Dc mancra similar, si inlcgramos la relacidn dr = vdt, y 
usamos la cxprcsidn anterior para v cn t£rininos de d: 



* m 


do+Hi hh 


, position cn cl instantc inicial. cn 


cinW 


/ - 2 

= + 2 


c5ta cxprcsidn cl despla/amiento. {r - Tq ). 
pc 0 C ^‘ 6n dc Jos vectorcs: uno paralclo a v 0 y 

ei una L ' 0,Tlbl " tlL a - p or |o tanto. cl movimicnto cn 3-D 
< | 0 tioP* ia,c ° n cons iante cstd conrmado al piano 
,-nn a cC c _ - v 7, 


fern' 


u do por 


| 0S vcctores vq y < l - 


nemos Hbertad dc elegir cl sislcma dc 
Con>“ 'das para q“ c Ia fcuacH'm vectorial sc rcduzca a 
ensile"* P con hacer co incidir el piano x-y con cl 

*" wqueV** la ' ra > cc,ona lr,ani> formado P° r * 

-Tobtenemos as( las ecuac.ones cscalarcs para el 
^ovimienio cn las dirccciones x e y; 

mo vimicntos cn las dirccciones x c y son simulldneos 
Iot independientes. Esto significa. por cjcmplo. que el 
^ambiocn la posicidn .r cstd determinado unicamcnte por 
lucclcnicidn u, y la vclocidad inicial v M . Por lo tanto, 
)u ecuJC ioncs para cada componcntc son iddnticas a las 
j : l m ovimiento uni-dimensional con acclcracidn 
constantc. Este es un punto clave que facilitard la 
resolution dc problcmas. 



MOVIMIENTO DE PROYECT1LES 

Un proycctll es cualquier objeto lanzado al airc y al que 
k lc pemute mover.sc librcmcntc. Supongamos que un 
pru)cciil es lan/.ado con una vclocidad inicial, vq. a un 
lngulo fleon la horizontal, en un terreno piano. 
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r(0 - Q + Vflt + ^dr 2 

Si a es constante. el mnvimiento 
ocurre en un piano 


Movimientn can a constante 
en coordenndas rectangulares 

v x = v Qx+‘*xl 
Vy = VQy + a y t 


x(t) = x 0 + v nt t+-u x t 2 

y(t) = yo + v oy t+t ay t2 


Superpusicion de das 
movimicntos: 
Horizontal y Vertical 


an Dos y Tres Dlmcnslones - O D. Figueroa 


























PE 3.14. La vclocidad de la sombra. 

Una persona de nltura h caminn a lo largo de una accra. 
alcjdndosc de un farol a vclocidad constantc. vp = I m/s 
Si cl farol ticnc una ulturn 3/i. la vclocidad del punto P de 
la sombra de su cahcza proycclada sobre c! piso scr.1. 


a) 3.0 m/s. 
d) 1.5 m/s. 


b) 2.5 m/s. 

c) 1.0 m/s. 


c) 2.0 m/s 




PE 3.15. £Cdmo tormina esta compotencla? 

En una compctcncia, ires corrcdores van accrcdndosc a la 
meta y. en un cicrto instanie, sus posicioncs x (m) y sus 
vclocidades v (m/s), son las indicadas en cstc gnUico: 


3^5 


B3$ 


“i— 

10 



20 


30 



8 m/s 

ft e 


Si los corrcdores opuen con 
vclocidades consume*. cull 
cl orden de llegada? 

No. I, No. 2. No. J 


a) A 

b) C 

c) B 

d) A 
O C 


C 

A. 

A. 

B. 
B. 


50i(m) 


PE-3.16. Tlempo de recorrldo entre dos estaclonos 

El grdfico mostrado de en funeidn de x, concspondc al 
movimiento rcctilfneo de un tren entre dos estaciones que 
cstdn separadas por una distancia de 1,2 km. 


(km/h ) 2 


3600 i 
2400 ' 
1200 . 


! 

1_ 

1 

| 




n 

1 

1 

1 

/ V 



; 

1/ 

| j 





! 

i 1 

1 

i 



0.6 


1.2 

x(krn) 


El tiempo invertido durante cut 
recorrido cs.... 

a) 2,4 min, 

b) 6 min, 

c) 12 min, 

d) 30 min, 
c) 60 min 
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10 ^ 


semi circular de vclocidad vs. tlempo 


I spla/a en Imea rccia de modo que la 
. ohje' 0 ,c JJrfatl imhl en funcidn del tiempo (s) es 
fanurfl ;Cuil es la dictancia (en melrr«) 
U^’^'mclo'en el mtervalode S segundos? 

. ha r cC ° m 

h)4/r C )6/r. d> 8 *- c > 16 * 



3JJL iCuando sc votverin a anccntrar? 

parten simulidneamente desde el mismo 
pc* objems^P ^ |fnca rccla cn c | m i sm o semtdo. El 
punt. 1 > V,3J * a vc |ocidad constantc de 4 m/s. mientras 
rr^ v ’i A ^j| J ‘V P ane del reposo y su velocidad aumenta 
V et } m /1 scc Iin mdica la figura. iAI cabo de cuanto 
linJJ f In'de Haber patlido alcanzari cl movil B al nKSvil A? 

h)r= 12 s. c)r= 16 s. 



d»f = 20 *. 


0 

4 

8 

/(s) 

\imJs) 

1 1 

4 

M 

/i 


! | 

j/i 

1 ! 


I 1 

2}_! 

\A b i 

! ! i 



7i 



I j/ 



|/(i. 


c)t = 24 s 


;C6mo estln rclacionadas las 


pF-3.19 » Pelacldn entre las vclocidades de los ferrya 

Dos ferry s salen simultdncamcntc y viajan en linea recta a 
velocidad constantc. uno desde cl pueno A con destino al \elociikdes de los dos ferrys? 
pj^rto B y el otro desde cl pueno B con destino a A. Los j 
fenys se cruzan cn alia mar. y una bora despues del 
encuentro. cl ferry I llega a su destino. mientras que 
cuatro horas despuds del encucniro cl ferry 2 llega a su 
destino. 

V/ V., 


EE"3t20. iA qu6 bora se ervzanin los trenes? 

tren tarda 4 horas en ir a vclocidad constantc desde la 
jiudad A hast a la ciudad B mientras que otro tren, tarda 6 
• ras cn ir a vclocidad constantc desde B hasta A. 








n *mAtlca Rectllinea • O D. Rguoroa 


a) — = 8. 

b) —=6. 

v*2 

\’2 


d) —= 3. 

v*2 

v 2 

C) —= 2 



;,Si parten simultdneamente a las 
12:00 del mediodia, a qu£ hora se 
cncontraran cn el camino ? 

a) Ala 1:30 pm 

b) A las 2:00 pm 

c) A las 2:24 pm 

d) A las 2:45 pm 

e) A las 3:00 pm 
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Podcmos considerar cl movimicnto del proycctil como a 
stipe rposicirtn dc dos movimientos independientes I ) tn 
movimicnto umformc cn la dircccidn t. y *.) Moumiento 
en la dirccciCm vertical somclido a la acclcncidn dc la 
gravedad hacia abajo. a = -?v- 

Hemos elegido que cl ongen O dc las coordcnadas cst6 cn 
cl punto dondc cl proycctil sale disparado y cl eje y + 
venical hacia amba. cscnbimos las coordcnadas (x, y) cn 
cl insianic t: 

( 1 ) 


<>s 

I 

1 v 


it 


V .H)"*7>ro.v0 


11 


xf r) = f\'ocos9)i 
y(O = ivosen0)t-tgt 2 


( 2 ) 


Trayectoria: La expresidn dc la irayccioria y(x) sc 
obtienc despejando cl liempo dc la ecuacidn (1) y 
sustituyindolo cn la (2): 


y(x) = (ig6)x - 


8 


2(v 0 cosO) 2 


La curva que represenia la ccuacidn dc la trayectoria dc 
un proycctil rcsulta ser una parabola. 


Ticinpo dc vuclo: El tiempo total dc vuclo sc halla 
hacicndo y(t) = 0: 


0-(v 0 sen9)t-^gt 7 


2vpsenQ 


Alcance horizontal: La distancia horizontal total 
recorrida durante el liempo dc vuclo t cs: 

n a/ 2v 0 senO . vhen26 

R = v 0x t = v 0 cosQ( -J = -*- 

8 8 


Altura maxima: El punto mdximo dc la trayectoria >• = H 
cs dondc la componente venical dc la velocidad sc anula: 

v? = v - 2gH =0 

2g 2g 


Condition, inicjal " 

x o = y 0 = 0 
v x0 = Vo Cos e 
v yO = v 0 senQ 


Trayectoria: Parabola 

\(x) = (tgQ)x -*_ 

2(v 0 cojfl^ 


Tiempo de vuclo 

t _ 2voxen0 
8 


Alcance horizontal 
vhen26 


/? = - 


8 


Altura maxima 
vhen 7 B 


// = - 


2g 
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^ u „„ * on perro en Puece Pe ,u *u'.o 

or su olfaio anda cn busca del silio 
perro ^"hucso y siguc una ru.a dctcrm.nada por 

1*1 '^ as como funcioncs del l.cmpo: 

y(,) = J-l- (l>0) 


x«)= 21 

. sem idenen metros yren segundos. 
pc>nde-t e > ect0 ria del perro? 

*1ocjjad en funcidn del tiempo. 
bl y' que memento r(D > *<') son orlogonales? 


jespeja 


a) Para hallar la trayectoria del perro, se 
7ucmpo en funcidn dc a y sc sustituye en ylt). 


X 1 , A 

ylxt=3-(-> =3-— 


bi Q vector posicidn y el vector velocidad en funcidn del 
uempo son, rcspcctivamcnte: 

r(t) = 2tx + (3-t 2 )y 

r)=- 7( t) =— / 2tx + (3 -1 2 )y J = 2x - 2rv m/s 
dl dt 

clCuando v{t)X.7(t) se debe cumplir. v(t)»r(t) = 0: 
l2i-2i))‘l2ix + l3-l : )yl = 4t-2(3-l 2 ) = 0 

2i } -2t=:2i(t 1 -h = 0 

L»* ""tames dc tiempo son: r = 0.+/j. Los vectores dc 
(“wAn cn esos instanles son: 

r(0)=2(0)x + (3-0)y = 3i 

'<I)=2(I)S + {J-l*)y = 2J + 2y 

C **“ov*»l w ,»o« 


yim) 







c* 


rr 

it i 





xfml 


12 3 4 


| y(m) 
=0 




\r 

1 


t—h 



' r 

X 


1 / 


\ 



2 3 4 

xtm) 


Resouesta 


a )y(x) = 3~ 

b) v(t) = 2x-2ry m/s 

c) t = 0.+ls _ 


> an 0 oj y fret Dl merit tones - © D. Figueroa 
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PE-3.21 . Te doy dlei metros de ventaja 

Dps alumnas. Ana y Beam; compitcn cn una carrcra do 
100 mciros. Ana llcga pnmero a la meia. dejandp a 
Bealriz a 10 mciros por dctrJs Ana propone repcl.r la 
competence, pero esla vci saliendo ella a 10 mciros por 
dcirls de la linca de partida. Suponiendo que amhas 
comm con la misma velocidad que anlcs, ^quic'n g.inari? 

a) Ana vuclvc a ganar 

b) Gana Bcalnz. 

c) Empatan la carrcra. 



PE-3.22 . iCuil de las dos pelotas llegart primero? 


Cuairo pianos inclinados de igual longilud sc colocan en 
forma de un rombo. Desdc cl punto superior A se sucllan 
dos pclotas simulldncamcnte, la pclota I por la pisia 
superior ABC y la pelota 2 por la pisia inferior AB‘C. 
Cuando llcgan al punlo infenor C. podemos decir quc... 

a) La 1 llcga pnmero y con igual velocidad que la 2. 

b) La I llcga primero y con mayor velocidad que la 2. 

c) La 2 llcga primero y con mayor velocidad que la I. 

d) La 2 llega primero y con igual velocidad que la 1. 

c) Las dos llcgan simultdneamenlc y con igual velocidad. 




lyiOVIMIENTO EN DOS 
v-mES DIMENS10NES 


Cu3l \io ^ tudi:inl0:> |a acc |eraci6n son magnitudes vcctonalcs. Sin embargo, el carictcr vectorial 
la vcloCI saJvo cuan do asignamos un signo positivo o negativo para cl sentido del 
psc h |Z0 a P arc ^ ^ cn una rccla jada. Nuestro mundo real es tridimensional y para describir 
vectorcorr'csp 4 dimensiones debemos tomar en cucnta que estas magnitudes ffsicas 

jimovinnc j ircc ci^n y sentido cn el espacio. ademls de su mridulo. En cste capftulo. 

uenen n Cl - cs m0 vimicnto umdimensional. analizaremos las ecuacioncs vectorialcs para el 

aiijiocnci ^ y (fCS dimensiones partiendo de las dcfiniciones de desplazamiento, 
aflvimienio ^onsideraremos cl caso especial del movimiento con acelcracidn 

V fioudad y ^ ^ cn un piano, y en particular el movimiento de proyectilcs, cuya 

.•orpine. rcs|J | la muy sencilla de analizar porque se aprovecha la ventaja dc quc los 

' . ... ___Mc.iltnn 

movimicnios 


cl movimiento rectiltnco hicimos hincapid cn quc tanto cl desplazamiento, 


horizontal y vertical resultan independientes. 


CAP. 3; RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS 



a 

b 

c 

d 

e 

3.01 





✓ 

3.03 


✓ 




3.05 


✓ 




3.07 

✓ 





3.09 



✓ 



3.11 

y 





3.13 





✓ 

3.15 


✓ 




3.17 




✓ 


3.19 





✓ 

3.21 

y 
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a 

b 

c 

d 

e 

3.02 




y 


3.04 


y 




3.06 



y 



3.08 





J 

3.10 





J 

3.12 




y 


3.14 




y 


3.16 

y 





3.18 



y 



3.20 



y 



3.22 




y 

_ 
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HR HiKKdM bflS *BI SB ftSSSSSttfiBBQMDHni 

En este capftulo Ud. encontrari aspectos relaclonados con: 


• Vector de position y vector desplazamiento. 

• Vector velocidad promedio y velocidad insiantdnea 

• Vector aceleracidn promedio y aceleraci6n inslantdnca 

• Movimiento tridimensional con acclcraci6n constantc. 

• Movimiento de proyectilcs. 




•n Dos y Jr#* Dimensiones - O D. Figueroa 

































































1 ,5r 2 -24/+55.4 =0 

son: 

M.O±V24,O 2 -4"(K50Kjii) = m 

Sc descorta c, tiempo mayor (u-OM JJJ 
correspondcrfa a un instante ' 

retomarfa a esa posiciAn mov.indosc cn rctroccso.^ 
conclusi6n, cl choquc ocurre cn la posici6n 
cn cl instante l= 2,80 s. 


PR-3.23 . La ducha qua gotea 

Una ducha esti a una altura dc 2 m sobrc cl piso y una 
nifia curiosa obscrva quc sc dcsprcndcn gotas a intervalos 
rcgularcs dc licmpo. 

a) Si cl intcrvalo cntrc gotas cs 0,10 s, £qu6 distancia 
scpara la primera gota dc la scgunda cn cl instante cn quc 
sc dcsprcndc la sdptima? 

b) La nifla apricta un poco la Have y observa que una gota 
pega del pisn, cn cl instante cn que la cuarta gota sc 
dcsprcndc dc la ducha, /,a qud altura cstln la scgunda y la 
tcrccra gota cn esc instante? 


Solucldn: Si tomamos cl origen y = 0 cn cl piso, las 
condicioncs iniciales son: 

)'0 =h, v 0 = 0, a = -g 

Si A/ cs el intcrvalo cntrc gotas, en el instante cn que se 
dcsprcndc la Optima gota, ya la gota No. 1 ha estado en el 
airc durante un tiempo 6A/ y cst$ a una altura: 

y, = h ~g(6A/) 2 = 2-1(9.8X36X0.1 ) 2 = 0.236m 
Mientras que la gota No. 2 esti a una altura; 

W = *-lg(5Ar> 2 = 2-l(9.8X25X0.1) 2 = 0.775m 
y la distancia cntreellas es: 

tAn =>,J -» = °.775m • 0,236m=0,539m 

100 


n 






&t= o,u 



ota No- I P e E a dcl P iso> cn cl in *tMte cn que la 
(,)S> |jf 4 sc desprende dc la ducha. cntonccs cl nuevo 

At cntrc gotas vicnc dado por: 

yi =0=h-±g(3{u)2 

I [2h _ 1 I 2(2m) 

A, = ^7 _ 3\9.8m/s 2 0-2 35 

0 tas No. 2 y No. 3 cstardn a las alturas respcctivas: 

V2 = h-tgd&l 2 = 2 ~ |<9.8)(4)(0.213) 2 = 1.11 m 

y3 = h--g( Ar; 2 = 2 -1 (9,8)(0.213) 2 = 1,78m 


pR-3.24. El bombillo que se desprende del ascensor 

Un ascensor sube con una aceleracidn de 0,20 m/s2. En el 
instante en que su velocidad es 2,50 m/s, se desprende un 
bombillo desde el techo, que esta a 2,0 m sobre su piso. 
Determine: 

a) El tiempo de cafda del bombillo desde el techo hasta el 

piso. 

b) La distancia que cayd el bombillo en cse tiempo. 


Solucldn: a) Tomemos un marco de referencia fijo 
afuera del ascensor con el origen a la altura al nivel del 
piso del ascensor en el momento (t = 0) en que se 
desprende el bombillo, y la coordenada y positiva hacia 
arriba. Para el ascensor las condiciones iniciales cn el 
m ° me ntode desprenderse el bombillo son: 

Ascensor en t = 0: y 0 = 0, v 0 = 2.5 m/s, a y = 0.2 m/s 2 
^ecuacidn de movimiento del piso del ascensor es: 

>’a ^o + Vflf + '-af 2 =2,5f+0,l/ 2 
bombillo las condiciones iniciales en el momento 

^Prenderseson: 



^=0.2l3s 



0.2 0.4 0.6 

( Cn.ro b) 

Respueata 


a) Ahj 2 = 0,539m 

b) y 2 = 1,11m, yj = 1,78m 
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La ccuacidn dc movimicnto del bombillo es: 



>'b = >0 + l '0 f * ~ at 2 = 2 + 2,5f - 4,9/ 2 

Cuando cl bombillo choca contra cl piso del asccnsor las 
coordcnadas dc ambos son igualcs: yi, = Ya . cntonccs: 

2+2.5f-4.9r 2 =2,5/ + 0.lf 2 
Simplificando y despejando sc oblicnc cl tiempo: 

5r 2 = 2 => r = -J— = 0.632s 

b) En cl grlfico de la dcrccha sc mucstran las posicioncs 
del bombillo y del asccnsor en cl transcursa del tiempo. 
En cl instantc del choquc. cl piso del asccnsor ha subido 
una altura: 


V(m) 



)’a = W + = 2,5(0,632s) +0,1(0,632s) 2 = 1.62m 




Por lo tamo la distancia que habri cafdo cl bombillo cs: 
d - 2,00 m - 1,62 m = 0,38 m = 38 cm. 


a) t = 0.632» 

b) f/ = 38cm. 


PR-3.25. Igual tiempo de vlaje en las dlstlntas cuerdas 

Dos csferitas parten simultdneamente desde un punlo A 
situado en cl extremo superior del diAmetro vertical dc 
una circunfcrencia dc radio R. v se deslizan sin friccidn 
por alambres rectos a lo largo dc cuerdas distintas. 
a) Determine la velocidad dc cada csfcrilu al llegar al otro 
punto de la circunfcrencia, en funcitin del Angulo 0 dc 
inclinacidn dc la cucrda rcspccto dc la vertical, 
bj Demucstre que cl tiempo de viajc cs el mismo para 
cualquier cucrda. 


A 



Solucidn ; a) Para cada una dc Jas pistas, la acclcracidn 
dc la esferita cs constantc, a = rcosB y la longilud dc la 
cucrda cs: L - 2Rc osO. Partiendo del reposo en A, la 
velocidad final al legar nl extremo dc la cucrda cs: 

v 2 =0 2 + 2aL = 2(f>cosQ)(2Rcos0) 

v = 2cos0y[gR 

b) El tiempo dc viaje entre A y B cs: _. 
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(2L_ l 2(2Rcr,rO) : [r 

_ ___ V x cos0 V* 

l" 2 

las vclocidadcs dc llcgada disminuyen 
^servo _ | licmpos de viajc son igualcs. 

, el inf “I 0 ptr __ 



D0 , pclolas y un vinculo 

cstin concciadas mcdiantc una barra rlgida dc 
D& pC,0 f tf Us pc lotas pueden deslizar a lo largo dc gufas 
, 0 np tud L cntrc s f. t S\ la pclota A sc mueve hacia la 
P erpeDdl on velocidad v*. cuAI scrA la velocidad dc la 
J ’ rLLhJ C cl instantc en que la barra forma un Angulo 9 

■ |a b °" zon,al? _ 


En cicrto instantc durante cl movimicnto. 
las distancias desde cl ongen O hasta las 
5Cjn 1 A y B rcspectivamentc. Considcrando cl triAngulo 
recUngulo dc caielo* x c y (ver figura). lenemos: 

X J + yl = [2 

Por scriconsianlc. si dcrivando ambos miembros dc csta 
(tprcsidn respcclo del tiempo. tenemos: 

2x( ±, + 2 y,± ) = 0 

dl dt 

Pcrocstas denvadas son justamcnlc las vclocidadcs dc las 
jclotas: dx/dt = v A (horizontal) y d\/dt = (venical). Por 
lo unto: 

2xv A + 2yv B = 0 


Respuesta 


a) v = 2cos0jxR 

1 ~ n ° dcpcndc dc 0 


Despejando i# 


VJJ : 


— V A =-crgfr'A 
v 





Respuesta: 




E R-3.27 ^ Mayor acercamlcnto entrv el cano y el camion 

carrctcras rcctas sc cnizan fonnando un Angulo recto 
) uncarm y un camitSn se dirigen hacia esc crucc. En un 
oeno memento el cams estA a 40 km del crucc y viajando 
dc 4S kni/h * micnlras que cl camion 
CUin J; Km dcl aucc V viajando a 36 km/h. < Al cabo dc 
n , cn , ,cnip ° carro y c * c amidn sc cncucntran a la 
sf.y cuAI scrA esadistancia? 

^ * ***** Rcctlllnca . C D Hguema" ’ 
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a( 10 ) = 50(l0)-^- = 4l7in 


12 

x{mf 


En la scgunda ctapa de frcnadn (r > !0s) la accleracidn cs 
constanic a = <fv/<// = -5m/s 2 . y la vclocidad cs: 


r» 

dv =vtt)-v(IO)= (-5)dt = -5(i- 
J io J io 

v(f) = v(10)-5(r-10) = 75-5r 

La distancia sc halla dc: v = dx/dt = 75 — 5f: 


10) 


r x 

f' . z : 

ii 

r* 

-r 

1 

K 

II 

■3 

( 75 - 5 ,)d/ = ( 75 f- 5 -J 

J JJ7 

J 10 2 1 / 


1 13 


1 15 


x = 417 + (75r-5—J = 4l7 + (75/-5^)| =479.5m 
~ l/o * l/o 

En cl instante cn quc sc logrn dctcncr la avioneta, habrfa 
rccorrido una disiancia: 479,5m. Es decir, faltando solo 
medio metro para llegar al harranco. 


PR-3,22, Hay aoluclones maternities s tin aentldo ffalco 

Un Jeep y un Volkswagen sc nproximan cn una carretcra 
recta muy estrccha. El Jeep sc mueve a 24 m/s y el VW sc 
mueve a 12 m/s. Cuando cstdn separados por una 
distancia de 67,4 m amhos conductors aplican los frenos. 










Solucldn: Escogcmos cl origen cn la posicidn inicial del 
Jeep y cl eje x posilivo cn cl mismo sentido dc su 
vclocidad (Fig. a). Las cnndicioncs inicialcs son; 

Jeep: x 0 a 0, v 0 e +24 m/s, a = -3 m/s 2 

VW: jr 0 c *67,4m, v 0 = -12m/s, «s+6m/s 2 



iu .7" 

Posicion 




Sc dcticnc a medio ni;;r 
del prccipicio. Ar= 479 


La dccclcracidn del Jeep es 3 ah' 
y la del VW cs 6 m/s 2 . 

a) ^Chocardn los carros? 

b) En ease afirmativo, ^cuindoj 
ddndc ocurre el choque? 
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•arro las ccuacioncs de cincmAtica para 


U* 


*** ,,, 

l (t) = *o + v o<+2 

^choc^ncuandosecumple: 

0+ 24/-^3r 2 =67.4.l2r + i6/= 

Sin>r ,ir,cand ° |S eCUaCil5n 

4 5f- - 36f+ 67.4 =0 

U, tfees de «“ ec**aci6n cuadriliea son: 

1f «*./ So^ 4(4.SOK67.4) _ 36,Q±9,IO 
l=— - -2(4.50) 9.00 

, -2.99s U =5.0Is 
Rjfces: u 

lM(Jo , puntos correspondientes A y B es.in mdicados 

7el trip' 0 ° y se ob,erva que n ' ngunj dc dOT 

!"|ucioncs nene sentido ffsico. porque los cheques 
Kumrfan en inslanies en que el V'W’ eiruviese en march, 
kucia atrii despuei de haberse deuntdo. 

hsllsr In soluciftl ? En csta situacidn. el VW se 
dentnc a esperar el golpe. y dehemos hallar el punto P 
itonde eslo ocunt (v = 0). como se ilustra grtfico. b: 


Volluwagen: 


v* = + 2a( i - to) = 0 


x = x 0 - = 67.4 - - 1 — T - = 5S.4m 

2a 2(6.00) 

F.1 VW pcrmancccrA detenido cn esia posicidn hasta cl 
momcntodcl choquc. El tiempo cn quc ocurre cl choquc 
k obiiene de la condicidn xj = xy = 55.4 m. El Jeep 
dcan^a csta distancia cuando se cumplc: 

*j =0 +24r-i3r- =55.4 

ndccs de la ccuaci6n: 


X(m) 



3 Clr »mdtka Rectillnaa. 













































Esto signifies quc una pclota dcbc cstar cn In cima cn c! 
momcnto dc rccibir la antcnor y laiunr la siguienie. Cada 
pcloia larda 0.5 s cn llepar al punio mAximo y all! la 
componcnic vertical dc la vclocidad sc anula. Por lo 
tanto, la componcnic vertical dc la vclocidad micial cs: 

V V = VyO + 0\ t = VyO = 0 = 0 

Vyo = gr = (9.80m/s 2 )(0.50s) = 4,90m/s 

b) Si sc dcsca rcalizar cl acto con cuatro pclotas, cl 
tiempo para complclar un ciclo cs 4x0.5 s = 2 s; dc los 
cualcs durante 0,5 s. cstdn cn las mnnos. Cada pclota dcbc 
cstar cn cl aire por cl tiempo total dc 1,5 s y como cl 
tiempo dc subida y de bajada cs cl misnio, cl tiempo para 
alcanzar la allura mlximn cs 0,75 s. 

La altura maxima alcanzada serf: 


1 2 

y-yo + Yyot—gi* 


H = i(9.80m/s 2 )(0.75s) 2 = 2.76m 

c) Si la altura del tccho es // = 5 m. cl tiempo dc subida 
dc una pclota cstarfa limitado a: 




= £" llW = I0Is 

T| g \ 9.80m/s J 


Si sc dcsca manipular pclotas. cl tiempo total para 
complctar un ciclo cs A/x0.5 s. La pclota pasa cn las 
manos 0.5 s y cl rcstn del tiempo: Nx0.5 s - 0.5 s = (N - 
1)0,5 s, cn cl aire. Eslc tiempo cn el aire no dcbc excedcr 
cl tiempo Ifmilc dc subida + bajada (= 2x1.01 s). Por lo 
tanto: 


AMS 


(AM)0.5s £ 2x1,01s 
2(1.01s) 


0,50s 


-=4,04 


AT ^5.04 


Por lo tanto, cl numero rndximo de pclotas quc puedc 
mantener cn cl aire cs N = 5. 



Condicionei inkiale,. 
Posicidn: y 0 . 
Vclocidad: v' lc 
Acclcracidn: Qy 


X 0 5Q 

v )o 


Rttsvta 


a) t'|ii = 4.9 m/s 
h) // = 2,76 m 
c>Mlximo:5prK<£. 
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0 vi« ,nC,a y'ji^ciclatl inicial v,, = 180 krn/Ii (50 m/s). 


dc cmcrgcncia sobre un terreno 




a 480 m del punto dc conlacto 







T^Dividimos el movimicnlo de la avioneta en 
SSillSIS^ ” nrimera elapa. la aceleracion varia con 

jo, tup* un 1 
c\ tiempo 


dv I . 

a(t) = —- = --t= m/s- 
dt 2 


Para:0 <t< 10s: 
u velocidad cn funciAn del tiempo sc halla integrando: 

fr=w 

v(t)=v 0 ~ = ( 50-j) rn/s 

A panir dc la vclocidad \(t)-dx/di. hallamos la 
pcsicidn cn funcidn del tiempo: 

f "•> f' f' f 2 

<ii =x(t)-0= v(t)dt= (50-—)dt 
J 0 d Q J Q 4 

x(t) = 5i)t-jJl =f50r-—/m 

El instantc / = 10 s. la vclocidad v la posicidn de la 
avioneta son rcspcctivamcntc: 

in? 

W/0JM50-— ) = 25 m/s 


^ 3: Clntmitlca Recti tinea - O D. Flguoroa 


El pdoto aplica gradualmentc los 
frenos. obtcnicndo la dcccleracidn 
quc varfa con cl tiempo cn la 
forma indicada cn cl grifico: 


aim}**) 



i,Logrard detener la avioneta antes 
del final dc la pista? 


vim’s) 


40 



0 5 10 15 

Vclocidad vj. tiempo 
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PR-4.04. iPor qud la rana salt a a 45*? 

Sc lanza un pmycctil con una vclocidad inicinl \'o a 11,1 
Angulo 0con la horizontal, 
a) /CuAI scrA la alturn mAxima alcanzada. //? 
h) /.Dado v„. cuAl Angulo produce la mayor ullura //? 

c) /.CuAl scrA su alcancc horizontal R' } 

d) /.Dado v 0 , cuAI Angulo produce cl mayor alcancc RI 
c) /.Por quA una rana salta a un Angulo ccrcnno a 45 0,> 



SolucIon: a) Sc dige cl origen dc coordcnadas cn cl 
punto dc lanzamicnto y la direccidn +y cn la vertical hncia 
arribu. La acclcracidn cs: a, = - g. La componcntc vertical 
dc la vclocidad ex: 

v v = + a y t - v 0 scnO-gt 

Como cn la cima sc anula si igualamos a ccro la 
cxprcsi6n anterior, sc obticnc cl tiempo que tarda cn 
alcanzar la altura mAxima: 

vosenO 


Estc tiempo es la mitad del que cmplca cn llegar dc nuevo 
a y = 0. ya que cl tiempo de subida cs igual al dc bajada. 
Al sustituir t m cn la expresidn para la posicidn vertical: 


v = Vo + v )0 t + ~ a y t2 - ( V0JCf»(ty/ - ~gl 2 2H 
Obtenemos la altura mAxima, //: 


g 2 g 2g 

b) Si fijamos v n y sc varfa cl Angulo 0, cl mAximo valor dc 
H ocurrc cuando scn0 = I o sea. 0 = 90’ (lanzamiento 
vertical). 




2g 


c) Para hallar cl alcancc horizontal, primero 
determinaremos cl tiempo cn cl cual cl proycctil regresn u 
su clcvacidn inicial = 0). 


Conditions initiates; 

y„ = 0 v ya = Vi j (nQ 
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= t2( v o sen °-~ 2 R‘2 > = 0 


(Ic csta ccuacirin cuadrAtica son: i 2 = 0 
t |us5 (,,uC,( | ,n | ^lanzamicnto) y cl tiempo huscado, 
l ^in 5 ta nic tlC c ,‘ n |cancc horizontal scrA cl valor dc r 


cS c tiemP 0 * 


J) 

v3 lor 


2vnsen0 vhen2B 

y S c variamos cl Angulo 0 . cl mAximo 
i Si fij**" 05 ': 1 sc obticnc cuando: scn20= In 0 = 45*. 

del alcancc. 


- ^2. 


que cl Angulo dc salto dc una rana cs ccrca 
c)SC » Btc comportamicnto innato la ayuda a cubrir la 
^nudidancia sobre una supcrficic plana. 


PR-4 05^ / £5 ,n J u9to: Ten 9° cl resu,tado bueno, pero el 
profesor mo puso cerol 

Una moto sc dcsplaza per una carrclcra horizontal con 
una vclocidad v„ y al llegar a un prccipicio. cac al vaefo 
porun acantilado dc altura H. /.CuAI serf la vclocidad dc 
bmoto al llegar al suclo? 


Sol ucldn: Un alumno rcsolviri cstc problcma cn dos 
Kneas, y csto fuc lo que esenbiri cn su hoja dc examen: 
“Como tengo la vclocidad inicial »•„, la distancia 
rccorrida. y - y„ = // y la acclcracirin a = g. sustituyo cstos 
Jatos cn la expresirin: 

v 2 = + 2a(y-y 0 ) 

y aslobtengo dircctamcntc la vclocidad final: 

•ktolunm* 0 ** 0 * 1ar ’* C * l * e I® vclocidad final i 

cor recto. 

c * a Movlmlento 


Rescue Ha 

a) H - l?° tene > 2 
2* 

V* 

Hmm = Para 0= 90* 
2g 


Rm c.r — Para 6 = 45’ 
g 





on Dos y Trea Dlmonslonos - O D. Figueroa 
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Sin embargo, cl proccdimicnto crnplrado no fue corrector 
ya que cl alumno apliciS la ccuaci6n para cl movimiento 
rcciilinco cn dircccuSn vertical, y cl v„ dado aquf no 


guarda mnguna rclactdn con dicho movimiento. Ademfts. 
< cuAI cs la dirccci6n del vector vclocidad, v ? 

LLP— Proccd i micnio corrccio : Elegimos el origen dc 
coordenadas cn cl punto dc lanzamicnto y cl eje +y hacia 
abajo. Cuando la moto llcga al suclo (v = +W). la 
componcnte vertical dc su vclocidad, v v , vienc dada por: 

v y = v ( iy + 2a y(y ~ >0) = 



—x 

tj 





Condiciones initiates: 


Por otra parte, cn cl movimiento "horizontal* 4 la vclocidad 
sc mamicnc constanle. v 4 = v p . La vclocidad final v sera 
la suma vectorial dc cstas dos componcntcs: 


•'<> — 0, v (II = v 0 
)'(> — 0, V||y = 0 
o x ~ 0, a y = +£ 


Los ires vcctorcs v x , F v y v forman un iridngulo 
rcctfingulo, segun sc iluslru cn la figura. El m6dulo dc v 
cs: 


v = ^vi + vf = ^ jv 2 + 2gH 


Observe que cl resultado obtenido por cl cstudiantc cn 
forma incorrecta coincide (por pura casualidad) con csta 
expresidn. Finalmcntc. ladircccitin del vector v cstfl dada 
por 



v ‘x v 0 


flfSPUH f | 


V = ^vj + 2 S H 



'0 


PR-4.06. La rapldcz de llegada no depende del Angulo 
de lanzamlento 

Desde la parte superior dc una tone dc altura // sc lanzan 
flechas con iddnlica rapidez inicial v Q . Una flccha sc lanza 
hacia arriba con un fingulo 0 rcspecto de la horizontal. 
Otra flccha se lanza hacia abajo con dngulo <> rcspecto dc 
la horizontal. Demuestre que ambas flechas chocan contra 
cl suelo con la misma rapidez y calculc cl valor dc csta cn 
funcidn dc la altura //. 
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roiisideren'os la flccha que cs lanzada a un 
coined 0 '„ nipiJc^ i n,tial l '" Si c,c P im " 5 cl ™»gen cn cl 

* -111 U™ . u III i«in X %• n ..IL > 




lie 


nn/nniicnl<> y <;l e J c + >' hacia arribu. la 
4 .y y las coordenadas imciales son: x n 


* c0- 

#ii» 

} dc llegada (v =-//>. las componcntcs de la 

***** 


zVOx 


- ynCOiO 


V J = vjj COX' 0 


, 7 „2a v (y->o) = v O sen2 ° +2 K H 


(1) 

( 2 ) 


Suintfdo lasccuacioncs (I) y (2) se licnc: 

= i-| + vy = v u c0 * 2 0 * v o sen lQ + 2 Z H 
v 2 = y~(cos~ 6 + sen 2 6) + 2 rH = v 2 + 2gH 



u rapidez finales: 


Respues ui 


Se concluye que la rapidez final depende dc la rapidez 
niaal ^ y ,J a!lura dc cafda H pero no depende del 
ingulo de lanzamicnto, 0. 


>' no depende de S 


PH-4,07 . Salto en moto sobre una hllera de carros 


El record de salto en moto por una rampa fue batido por 
Fiona Beale cl 14/8/1997 en Derby, England. Ella sc 
lanzA con una Kawasaki KX500 sobre una fila dc 12 
amicncs cstacionados cubricndo una distancia de 58 m. 



Suponga una rampa que ticnc una 
inclinacidn 0 = 45*. y la altura 
inicial dc la moto. por encima del 
tccho dc los carros al abandonar la 
rampa. cs h = 2 m. i,Cual debe scr 
su velocidad inicial minima v 0 , 
para cubrir la distancia d = 58 m? 

(Sc desprecian las dimensioncs dc 
la moto) 


^ *•' Movimiento 


on Doa y Trea Dlmcnslonea - © D. Figueroa 
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I , 

y - vo+vyor+-flf“ 


-2 = +8r-|<9.IIO)r J 



Por lo tanto: 

4,9f 2 -8f-2 = 0 


8.0± > /fl 2 + 4(4.9)(2) _ 8 ,00± 10.2 
,= 2(4.9) = 9.80 

El ticmpo t = +1,85 s cs cl quc ha transeurrido dcsde quc 
la pclota sale dc la mano hasta quc golpea al piso. <*,CuAI 
scria cl sigmficado dc la rafz. negativa -0.22 s7. 

b) La distancia horizontal desdc cl ongen dc coordcnadas 
hasta cl punto dc impacto cn cl piso cs: 

x = ffl jr f = (8.0m/s}( 1.85s) = 14,8m 

El punto dondc golpea la pclota al piso quedn a una 
distancia dcsde la pared: 


D- x-d = 14,8m-4.80m = 10.0m 





PR-4.17 . Hay quc combatlr la plratcrfa 


I iicmp» dc * a P r ' mcrn ccuaciAn y 
O'^'indo'o cn la SC 

la traycc'ona; 


n ^° la segunda. sc nbticnc la ccuacirtn 




y = (vo sen0)( V()S rnO ) 2 ^ v n scn0* 


A ,_^l---)x 2 =xig0-z ri (i+tg 2 e) (i) 

vectoria ticnc quc terminar en cl bianco, sc 

5 :^- 0 -— +fc 

0=<o + b)t S e - 1 + 'r 61 


pespcjinilo. se obtienc v 0 : 

K(q + b)( I + tg 2 0) 


v 0=' 


2<g0 


( 2 ) 


Soiituyendo esta expresifin en la ccuacidn (I) se obtiene 
Ucxpresidn general dc la irayccloria. 


y(m) 

12 m 

m 

400 


- v ^_ 


/ 

\ 

/ 

\ 

■r / 

\ 

l 0/ 

h \ 

/ 

\ 


\ 

i— —1 

-i-X 


0 400 800 1200 1600 

x(m) 

l- a -1— b —1 




\ '•j® 


(A^ 7 "L 


Un barco pirata sc cscondc detrds dc una montana para 
ponerse fucra del alcance dc los canones. 



La montana ticnc una dc alrun.it 
= 1000 m. y cl canrtn atacantceid 
a una distancia horizontal, a = 
1200 m, dc la Ifnea vertical que 
pasa por el cima; miemras quctl 
barco pirata estA a una distancu. t 
= 600 m. respccto a la mum 
vertical. Determine cl mddulok 
la vclocidad initial y cl Angulo 
lanzamicnio para quc cl pmycctil 
pegue cn el barco. despu^s ik 
pasar rasunte por la montafli 



Solucldn: Eligiendo el origen 0 cn el punto dc disparo, 
las ecuacioncs dc movimiento son: 

x = v O jt = (v 0 cos9)t 


y 


xd — t-)t s e 
a + b 


Si cl proycctil debe pasar rasante por la cima dc la 
montana, punto (a. h), se cum pic: 

h-a(l - ^)tgd = (-^-)tgd 

a + b a + /> 

Despejando. sc obtienc cl Angulo de lanzamicnto: 

h(a + b) _ 1000m( 1200m4- 600m) _ ^ 

(ib ~ (1200m)(600m) 

SuMituyendo cste valor cn la expresidn dc la vclocidad sc 
oNtcnc: 


9,8(1200 -f 600)(l-f 2.5 2 ) 

2(2.5) 


= 25578m 2 /s 2 


y = v y0 t+ ^at 2 =(v n sen0)r-^gi 2 
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OotyTitsOlm^ 


\' 0 = 160m/s 




en Dos y Tres Dlmenslones - O D. Figueroa 


Solucldn ; 

a) 9 = 68.2® 

b) Vq = 160m/s 
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“ 'Y)v 


15,0-5,00 

9.80 


= 1,02 s 


c) La distnncia horizontal del punlo cn que ocurrc cl 
tmpocto es: 

.t = V 0x t = ( 8,66m/s)( 1.02s) = 8.84m 


PR-4.15 . Afinando la punterla para enceslar cl baldn 

Un jugador lanza cl hal6n a un Angulo 0 = 57’ con 
rcspccio a la horizontal. 



n)^=8,r,6a^TTTr- 

b) /= 1,02s 

c) .r = 8,84m 



LI centra del aro dc | a CCMj 
uhicado a una disiancia hon, 

» = 4n, yilU na a | lufaA T^ 

por enema del * * 
lan/amicntn. 

< A qud rapide/ inicial dck r 4 
jugador lan/ar cl haldn dc mar' 
que dstc cnlrc dircctamcmc rw! 

aro? 


Solucion: Elegimos el origen dc coordcnadas cn cl 
punto de lanzamicnto y cl eje vertical con sentido positivo 
hacia arriba. Las ecuacioncs dc movimiento son: 

j- v ox i = (vocos0)r 

y = v y ot+ ~ at 2 =(\' 0 sen6)t-^f:t 2 

Despejando cl tiempo dc la primera ccuacidn y 
sustituydndolo cn la segunda, sc obticnc la ccuncirin 
general dc la traycctoria: 


v = ( v 0 *cn 0)( ——- 

vqschO 2 v 0 senO 


Condiciones initiates: 

XQ = 0. V xn = VpCOsB 
yo = 0, \’yo = \\pen9 
Oy = - 8 


y(x) = xtgQ—( 


2v*cos 2 0 


>* 2 


Cuando cl baldn llcga a la ccsta sc cumple, x = I), y = h: 
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h=D"‘°- , 1^7o7 o , d1 


0^ 


jafldo v o- 


vo S J20S 2 


Rl> 


• G(tg0-h/D) 


(9j0m£ 2 )f4.00mj- = 7J6m/| 

vo - d 2co p5HJg5^-MK)ni/4.00m) 


Pelota vasca: Inakl Bcrroetlgocchea vs Xavier 

zubletxebarricta 

dc pelota vasca golpea la pelota a una altura h 
^^po/encima del piso. y csta sale con una velocidad 

ini^ y Q = (~%x + 8yJ m/s 

lou choca clAsticamcnle contra la pared que esti a 
Ur didancia horizontal d = 4,8 m. y cn el rebote se 
UnJ la componente horizontal de la velocidad. 

inMcnc mi . , 

-ntras que la componente vertical no vana. 

®‘ A | cabo de cuAnto liempo llegarA la pelota al piso? 
J^Aqud distancia dc la pared caera la pelota? 


$nl pci6n: a) Como la pelota rcbota de la pared a un 
iieulo igual al de incidcncia rcspccto de la horizontal, a 
cfcctos dc su traycctoria equivalc a haber sido Ianzada 
d:sde un punto virtual ubicado detras de la pared, a 
dutancia d de la misma y a una altura h . 



Rcspuest a: 


v 0 = 


*D 


, T~=7.I6m/s 

2 cos-OftxO--) 

D 



Condiciones iniciales: 

x 0 = 0. v*,, = +8 m/s 
v„ = 0, vy=+8 m/s 

fl v = -9.8 m/s- 


Unum;*!!. nn 8 en 4c coordenudas en cl punto virtual de 
cuenu nu ° ara e * mov *imento vertical, tomando en 
litnc; ^ C C pUmo lIc l, egada cs (y = -/i = -2 m). sc 

^*•' WoWm lento 


* n Doa Y T res Dlmcnsloncs - O D. Figueroa 
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scnO- - 


(O.Xm/s* )(0.5) 
2\'o 2(400m/s) 


= 6 . 1300 -’ 


Para pcgar cn cl bianco. cl Angulo dc clcvacidn del 
proycctil debe scr: 0=0.351°. 


PR-4.09 . El batnzo dc jonron 

Rl batazo dc jonrOn mas largo registrado cn las ligas 
mavorcs I'uc de 193 m por cl famoso Mickey Mamie 
jugando con los Yankees dc New York conlra los Tigres 
dc Detroit cn cl cstadium Bnggs dc Detroit. Michigan cl 
10/9/1960. 






lm 



'vJku 'Cv. *. v->*.<■ /VFV& v£-\7 '.r.V.V.? 


Solucidn: a) Eseogemos cl origen cn cl pic del hatcador 
y cl eje vertical con scnlido positivo hacia artiha. 


’ V 

****** ^ V. 

Condiciones inicialcs: 

1 

LI 


v n | 

•*#1 =0. =Vn casO 

n . 

i y 

h 

,2 % 

y„ = lm. Vyii =v ( ircri0 



a o y 

0 = 37° 

t 

- y 0 < 

/— n . 
_ L _:— 

a y = - g = -9.8m/s- 

0 




h) Angulii: fl = n-ic,. Ijr :>i 


Suponga que cn un p 3n , dfi . 
Wish,.I del Magallancs * 

Caracas, un baicador g0 | ™ 
pcloiaa I m arnha del sueln w J 
sale fnrniando un input,, j, £ 
con la horizontal. La pel*,! 
clevade lal mndo q uc pa ' 

por enema de la pared l| m „ C|) , 
cstadio. dc 20 in dc aim,/, 
localizada a 120 m de'la |, nca i 
hateo. 

a) t ‘.CuAl era vclocidad iniciald-u 
pclota? 

b) iEn que instantc la pclniap^ 
por cncima dc la pared? 


Ou. 


El movimiento horizontal cs a vclocidad cnnstanlc: 

d 


x = d = v x qI = (Vf) cos 0 It 


/ = - 


\(j cos 0 


Estc tiempo sc rccniplaza cn la expresirtn para cl 
desplazamienlo vertical. 


, 1 2 
y = h = yo + VyQt + —at* 


Ohtcnidndose: 


h-yo=v 0 send(—) + i : 

vqCOsO 2 Vo cost) 


I 

*r 


L 


<+’ 
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[V* 1 


, } p^ 5 


jc 5 inipli r,car podemos despejar v 0 : 

yd 2 

h-yn ~ (lt x°~ 2v, 2 ,cos : 0 


,ando y 




sustiiuycndo los valorcs numdricos. 


120 m 


111 " cns3^ 2(12( ), g37 o_ 20 t I) 

. lan j t s |a pclota cn llcgar a la pared fuc: 


9.8 


■ = 39.4 m/s 


b)E Iticnipo^ cl 


d 


120m 


‘*7^0 (39.4m/s)cos3T’ 


— =3.81 s 


Bcapueata: 


a) v-fl = 39.4 m/s 
h) r = 3.81 s 


pg^jO. jElaltlo donde dcberla soltar la bomba! 

^ un avidn dc combaic sc deja cacr una bomba sobre 
ununque cncmigo. 



-.r - ~ 




SoWd/L* Elcgimos cl origen dc coordenadas a nivcl dc 
h boca del carton y exactamentc cn la vertical, por debajo 
del punto donde sc cncnniraha el avuSn cn cl momento dc 
wliar la bomba. Si sc toma cl eje vertical con sentido 
positivo hacia arriba. la ccuncidn para cl movimiento 
vertical de la bomba es: 

• v = >'o + v,: 0 f + L /,!- = H - L gr- 
J* *’" ni *’ a Hcga al suclo sc licnc: v =0. de modo 


El avi6n vucla horizontalmcntc a 
una altura H = 500 m sohre cl 
lanquc y con una vclocidad »•; = 
200km/li t55m/s). 

El tanque marcha por una 
canctcra con una vclocidad dc 18 
km/h <6 m/s). t ,En qu£ posici6n. 
el avion deberia soltar la bomba, 
para que Ic caiga al tanque? 

No tome cn cucnta la rcsislcncia 
del airc ni la vclocidad del viento. 


Condicioncs inicialcs: 

x 0 = 0. \'ut = +55 m/s 
y 0 = H = +100 m. v £h = 0 
n v = - g = -9.8 m/s 2 


quc cstaccuaeirtn 


pcrmitc obtener el tiempo dc vuclo: 
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S olucldn: at Elcgimos cl origcn 0 cn cl punlo dc 
lanzamiento ilc la moto y tomamos cl cjc v + h ac * a arr ^a. 


,7 

j \Ab 


°i 

-h- 


\ d 

\ 


El movimicnlo horizontal cs a velocidad constanlc: 

x{t)~ X0 + \'0x l -( v 0 cos 0)t 
Para cl movimientn vertical la acclcracidn cs, a y = -g- 

y(t) = y 0 + v’Ov^+4 c/2 = (vosenO)t -- ^gt 2 

Dcspejando r dc la primera ccuaci6n y sustituydndolo cn 
lo segunda, sc obticnc la ccuacidn dc la traycctoria y(x): 


y(x) = v 0 senO( 




y(x) = xtgG- 


vqcosO 2 vocosQ 

l _2 


2v^cos 2 9 


Imponiendo la condicidn crflica para x - d, cn que la 
moto no debe descender por debajo del nivel del leclio del 
ultimo carro, y = - h . sc obticnc: 


-/»= dig 9 - 


2v£ cos 2 9 


d 2 


Dcspcjando y sustituyendo los valorcs num^ricos: 


v’o : 


d 1 g 

fospitv 

cos9\2(/t + dig 9) 

_ 



d r_L— 

1--L52-=23,4 m/s 

y 2(2,00 + 58tg45’) 


V ° S cosOy 2(h + dtsti 
v 0 = 23.4 m/s_^ 


Condiciones iniciales: 

xo = 9, \'o x = VftensO 
xo=0 

y’O - 9. \'Qy = VQsenQ 
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£0^*^ t j ro 5C disparn con un rifle cn forma 

in ^ ’’^acia el ccnt'O dc "" hlanco qUC C " S " 200 m 


Si la velcKidad inicial dc la bala 
cs 400 m/s. 

a) L A qud distancia por debajo del 
centrn del bianco incidc la bala? 
b>;,Aqud dngulo de elevaciAn sc 
debe apuntar cl rifle para podcr 
golpear cn cl ccnlro del hlanco? 



- ,, Eiccimos cl origcn cn cl punto dc dispart) y 

SelUU&t ^ b3 primero cnconircmos el tiempo que 


= 0.5s 


'i^eVproyeclH en viajar la distancia horizontal: 

D 200m 

D~ v i0 t =* r ~ 7^ ” 400m/s 

vertical dc la bala cn esc intcrvalo dc tiempo 

y=> 0 + ^ + f' J =4 <9,8)<0 - 5)2= ' ,,23m 

u bala llcga a 1,23 m por debajo del centra del bianco. 

b)Sea Be 1 dngulo que forma la velocidad inicial. v 0 , con 
Li horizontal. 


0 desccnso 
es: 


y>- 


D- 



Si la bala parte dc la posicidn y = 0 y llcga al bianco, su 
fosiciiVi vertical final debe scr tamhidn v = 0: 


>■=yo + v y0 /+lm2 


0 - \Qsen9-—gt 2 


^'pejando senO y sustituyendo cl tiempo dc viajc 
elevacil? 0 ^ ^ sc 0 ^*' cnc c * Angulo dc 


^ Movlm lento 


a) Lanzamiento horizontal 

Condiciones middles: 
xq = 0. v XJ , = 400 m/s 
yo = 0. v w = 0 
fl v = -g = - 9,8 m/s 2 


b) Lanzamiento a un dngulo 9. 

Condiciones iniciales: 

.r o = 0. v xa = v,/:os9 
yo = 0. v yo = v t jen9 
a y =-£ = -9.8 m/s 2 
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b) Li component horizontal dc la velocidad cl paquclc I 
pcrmanccc sin camhiar durante cl vuclo La dislancia 
horizontal rccorrida cs: 



</ = \' 0 J = voscnPT = I99jcn53,l°(5,0) = 796m 

c) Cuando cl paquclc llcga al suclo las components dc su 
velocidad son: 


v pt = vosrnfl = 199jcn53.1*=l59m/s 


v py =v 0 cos$+ gT = 199cos53.r+9.8(5) = I69m/s 
El modulo dc la velocidad dc aterrizaje del paquele cs: 


v p = ^v 2 ps + v* v = Vl59- +169- = 232m/s 


fleji 




*'u = 199u 1 / s | 
b >«' = 7% m 
c * '> 1 232rn/i 


PR-4.13. Peloto que rueda cscalcras abajo 

Una pclma sale rodando desde lo alto dc una escalcra con 
una velocidad horizontal dc modulo 2 m/s. Los cscaloncs 
son dc 25 cm dc alto y dc 25 cm dc ancho. tl En cu4l 
esealon golpcora pnmero la pclota? 



Svlucion: Tomamos cl origen dc coordcnadas cn cl 
punto dc lanzamicnto, y cl eje y+ cn direccidn vertical 
hacia ahajo. Las ccuacioncs dc movimiento dc la pclota 
son: 

Horizontal: x = xq + v x qt = / 2 m/s)t 


Condiciones middles: 
x„ = 0. v,» = 0 
v Jtt = 2 m/s. v w , = 0 
tty = +g = 9,8 m/s 2 


Vertical: v = yo + v >0 r+ at 2 = ^(9.80m/s 2 )t 2 

Por tener cada esealdn igual ancho que altura, la 
intcrscccidn dc la traycctoria de la pclota con la Ifnea 
inclinada dc la escalcra sc produce cuando: y = x, cs 
deeir: 

2t=4.90t 2 => r = —= 0,408s 

4,90 

Por Io tanto. cl desplazamicnto horizontal cs: 
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r - v tO f 


:/2ni/s)(0.408s) =0,8l6m 


vein 1 


nimc^ 


j e cscaloncs que avan/a la pclota scr4: 


0.816m 

V = —:-- = 3.26 

0.816m 


,|iiran |0> PP* 10111 


chocani con cl cuarto esealdn. 




Ca(do de un goto desde un techo Incllnado 


rcsbala desde cicrta altura y dcscicndc por un 
n?3tn 5C jdo que ticnc una inclinacidn dc 30° con la 
nl( ’ J pj c3t() sc desprende desde una altura dc 10,2 

in una velocidad dc 10 m/s. 

' Cui! scr.i la velocidad del gato cn cl instantc dc 
suelo? 

, A I a ho dc cudnio tiempo choca ? 

\ ..l Xtimri.i horizontal dc la pared cac cl eato? 


Reauucata: 


I-a pclota golpea cn 
. cl cuano esealdn 



$o!uc1q& a) si sc toma cl ori s cn cn cl borJc dcI tcch ° y 

YCf tical +y hacia abajo. las componcntcs dc la 
velocidad inicial son: 

‘ar= v o cos0 = (\ 0.0rn/s)cos30° = 8.66m/s 


v oy = v 0 senO=( 10.Om/s )scn30°=5.00 m/s 

U componcntcs dc la velocidad juslo al chocar con cl 
pisoson: 

v ! = + 2 H( y - -VO ) = 5 2 + 2< 10,2 - 0)9,8 = 225 m 2 /s 2 

v v = I5.0m/s y v x = iyj r = 8,66m/s 

? tyutn que forma cl vector velocidad final con cl eje 
»n/ontal cs: 



ten -.111 * 5,0 m/s „ 

M '~ = M^ = U3 ^ * =60 ° 


d^in para ^ uc ocurra cl impacto con cl piso vicnc 


v .v = v 0y + gt 


ClM; «oWm/.nfo 


en Doa y Trea Dlmenalonea * O D. Flguoroa 


137 


















































0 = //--j .<' 2 


_ |7/7 = / 2(500mT . 
r- V * ” \ 9.80mA* 


= K).ls 


El dcsplnzamiento honzonial dc la bomba cn cstc tiempo 

cs: 

x, =v/f = (55m/s)(IO.Is) = 556m 

Micntras quc cl dcsplazamicnio del lanquc al mismo 
tiempo cs: 

x 2 - V2 f = ( 6 m/s)( 10 . 1 s) = 60.6m 

Por lo tanto, para dar cn cl bianco, cl avidn deberfa soltar 
la bomba cuando sc cncucntra a una distancia horizontal 
del tanque: 

&x = xj-x 2 = 556m - 60,6m = 495m 


P R - 4 ill. El enemlgo contraataca Q^v^O 

j 

El piloto del avi 6 n del problcma anterior no calculd bicn y 

la bomba que dej 6 cacr no dio cn el bianco. ^ 




En el momento cn quc el auJn 
pasa dircctamcntc por cncimadd 
tanque cncmigo. cste esti a 
reposo y contraataca. El avtfn 
vucla horizontalmenlcaunnhtn 
H = 500 m con una vclocidad r/ 
= 200 km/li (55 m/s). 

a) /.Cudl deberfa scr cl m«rci 
valor dc la vclocidad \ Q <j'l 
proycctil para derribar cl avi&i.? 

b) / t Cu»1l deberfa scr cl Inguloik 
disparo? 


Solucidn: Elegitnos cl origen de crxjrdcnadas cn la boca 
del cartdn y. por debajo del punlo dondc se encontraba el 
avidn cn cl momento disparar cl proycctil. La componcntc 
vertical de la vclocidad inicial del proycctil vo debe scr 
suficientc para quc la maxima altura alcanzada coincida 
con la altura // del avidn: 


>j = vl y + 2a y y 


O = (V(jsen0) 2 -2gH => v^sen 2 Q-2gll (1) 

La componente horizontal dc vq debe coincidir con 1; 
vclocidad del avidn: 
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vox= l 0 CO *°- V , 


( 2 ) 


, c l cosO dado por la Ecuacirtn (2) cn la 
5> ,U rf).sc 0 btic nc: , 


/r 77 r^ = ^9.80)(500)-h(55)2 = I I3m/s 
1 

. dado por la Ecuacidn (2) cn la Ecuacidr 
S ustiU ‘>' cnd0 V ° 

( „ >5C obtic nc: 

ppj j2&&°K 5{ X}l-\ «n => 0 = 60,9" 

55 


Lunxjmlcnlo desde un evldn cn picada 

Un r 
= 53, 

4 


, jesciende fomiando con la vertical un ingulo 0 
^ 3 ’j 1 . y suclia un paqucle desde una altura h = 720 m. 


Ye 


. 'M 

V 


* 


\ 


\ 


K3 


\ 


i _ ( [ _' 


\ p ■ 


SolUSltilU a) Tomamos cl sistema de coordcnadas 
nwntradoen la figura. La posicirin vertical del paquctc cs: 

y = >0 + VyQt + at 2 -h- vq cos 0r-^gt 2 

to cl instantc T= 5 s, cl paquete toca suclo (y = 0): 

0-»., ocoser l rJ „ TJO-**** = 199m/s 
2 <<m53,1°(5) 

velrJ^i*! 1 ^ dc * av ‘dn cn esc instantc coincide con la 
- ^l n>ci *» del paquctc ( v a = v Q = 199m/s). 


^ 4; Mov/m lc n t 0 


Respuestn: 

a ) ‘‘o = ^2 }?// + vj = I I3m/s 

b) 0 = arctg(2^L) = 60,‘7* 


Si cl paquctc aterri/a 5 segundos 
mas tardc: 

a) /.Cual era la vclocidad del avipn 
cn cl momento dc soltar cl 
paquete? 

b) /.Desde quc distancia horizontal 
del bianco fuc lanzado cl paquete? 

c) /.Cudl fuc la vclocidad del 
paquete al llcgar al suelo? 


Condiciones initiates: 
•*<. = 0, y,, = h = +720 m 
‘Ox =+vosenO, 
i *0 v =-V’o cos 6 
Oy = -8 ~ “ 9 * 8 111/52 
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(' 01 +YQ2)\! *01'02 


d = ( v oi + '’or )t 


, (25 m/s +100m/s)J(25m/s)( 1 OOm/s) 

o =-- * -- 638m 

9.80m/s 2 

y(m) 


-100 0 

100 200 300 -too 500 600 

1 /* 
/ 


-- i i 1 --- 

x(m) 

/ 

/ -100 

rl 


.... d 





2 \ 


P R - 4,30 . Un cazador Incxperto y sin embargo le pega 

Un pato vucla horizontalmcntc a cicna altura. a vclocidad 
constanlc V/-15 m/s. El cazador lanza la flccha con 
vclocidad vq = 50 m/s a un dngulo 6= 60°, dircctamcntc 
hacia cl palo. El cazador ycrra cl tiro porquc apunta 
direciamcntc, sin tomar cn cucnta cl avancc del pato 
durante el tiempo dc vuclo del proyecdl. 

a) Si a pesar dc todo. la flccha le pega al pato. £a qud 
altura volaba cstc? 

b) Dcmucstre que la flccha le pega al pato durante su 
dcsccnso y determine cl instantc cn que csto ocurrc. 


Solucldn: a) Elegimos cl origen cn cl punto O dc 
disparo y cl eje posilivo +y hacia arriba. El instantc t del 
cncuentro del pato y la flecha sc obticnc igualando sus 
dcsplazamicntos horizontalcs: 


Pato: x p = - + v/t 


tgO 


x f ~ X P 


Flecha: xy = (vq cos6)t 
h 

t = - 

rgG(v 0 cosO-vj) 


En esc instante la altura de la flccha debe ser igual a la del 
pato: 

- i .,2 



Flecha: 

x n = 0, v xo =\’ P cosO 

y 0 = 0, Vyo^vosenO 


h=(vosen0)f 


Xf =h=( v 0 sen 9)r - - gt 2 

h . I . h 


T l~Ki- 


tgOfvo cos9-Vj) 2 tg9( vq cos9 - vj) 
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COUP 1 


.lifitf" 


■•and 0 * 5C 


ob ,ienc In altura del pato: 

2vjJg^H( VflCns Q-vj) 


2 (l5 i mtr^(50.0cos6(r-l5) = 9l.8m 
/i-— 9^80 

„tcs cn que la flccha alcanza csta altura h 
M 4,05 Thecuacidn de movimiento vertical: 

Job» cncn 

* / 
y = )'0 + l -V ° /+ 2 ' 

I 


h = v 0 scn9t-^gt 2 


= 50 t 0jrc/i60°(9,80)/“ 
490/- -43.3r*r9l.8 = 0 


n , + ,/ 43 J 2 - 4 ( 4 . 90 )( 91 . 8 )\ 4 = 5 . 30 s 

/ = * ' ^ 2(4*80) Jt- = 3.53s 

„ ilfl l e « cran los dcsplazamicntos horizontalcs del 
Vc3m os cuaic. ^ ^ instanlcs . En = 3 .53s: 


pjiny 


la flccha cn 


_ JL + r,l = + 150.53s) = 106m 

Xp ~!g0 + ' >s«r 
Xf — (vq cos 0 )I = 50 cm 60“(3.53 s ) = 88.3m 

Ejdccir. cn t- cl pato esiaba mas adelanle que la flecha. 

7(m) ,-0 t=5.3s 


V 

• — V s . 

- x ____ 

- r >-, 

tbs 

/Y 

- ,y\ 

f v o \ 

A\ , ,!, , , 

! K 

i i \ 

, *(m) \ 

, |l, , ,1 , | , i , , | ,\* 

0 50 

100 150 200 


!= — + ,.,( = -2M. +15(5,30s) = 132.5m 
tgO tg60° 

X/ =(\'QCos6)t = 50c£>j60°(5,30s) = 132,5m 

Oueda demostrado que lu flccha le pega al pato cn cl 
instantc / =5,30s, durante In bajada. 


Rospuesta: 


a) h = ———(vo cos 9-vj) 

g 

/i = 91,8 m 

b) La flccha le pega al pato 
durante la bajada, cn t =5,30s. 
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W t) - ^-iU- 


/ 2 

y(f) = ior--£'* 


Sustituycndo / dc In primern ccuacidn cn la scgunda. 
obtcncmos la ccuacirtn dc la traycclona: 

a 2* a V 2.45 2.45 


b) En cl punto dc llcgada y = 0, por In tanto: 


tt*'o--g0 = 0 


_2v () 2( IQ.Otn/s) _ i rue 

1 g ~ ‘;.H()m/s 2 


La disiancia horizontal cn quc la pclotn cs arrnstruda por cl 
vicnto cs: 

L = — at~ = ~(2,45m/s-)(2,04s) 2 = 5.10m 
2 2 

b) En cl punto mas olio la pclota » v =0: 
vf = v*-2gh 


A= li = =5.iom 

2g 2(9,80m/s*) 



Trayectona dr la prl nti] 


flMsi/rr* 

a) yMl = 9.(MvTrrr^ 

b) l. - 5.10m. 0 Asjjftn 


PR-4.24. Choque en el alre entre proyectlles 

Dcsdc un cahdn se dispara un proycctil a un Angulo p/ 
45* con una vclocidad inicial v / = 100 ni/s. 



v l.* 




T 



Al mismo licmpo, sc dispm 
dcsde otru cahdn. un proycctil i 
un Angulo 0 2 = 60°. La disiaccu 
cntrc los dos canoncs cs D = 1200 
m. 

a) Determine la vclocidad inicial 
v-) para quc pueda inlerceptarlo. 

b) <*,En que silio ocurrc li 
inlcrccpcidn? 


Solucldn: Elcgimos cl origen de coordenadas a nivel dc 
la boca del cahdn /. y cl eje vertical con sentido posmvo 
hacia arriba. Las ccuacioncs dc movimienlo son: 

/ 1 

yi(t) = (vise/ifi)t--Kr 

y2(t) = ( v 2“ n to)t-T8 t2 
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del choquc. In posicidn vertical dc los dos 

{ ,t"^bcncoi n ci<Uty,W = yj(tr. 

v/smO/ = V2 sen $2 


U VI 


elc*" 


idjd v 2 { 




scnOi f _ 
trnO 2 


I = I 00 (^——= 8l.6m/$ 
senwr 


Ijs 

*/ 

£lU* I* 


iicioncs 


horizonlalcs dc los proycctilcs son: 


lt )*lvicot0i)t 


X2(r) = D-(v2COi02)t 
^icioncs tambi^n debe coincidir. x,(r) = x 2 ( rj: 
[)-h'2 cos ^ 2 )t = (v, cos 61 It 


1200 


- = 10.8s 


1 - *^i 0 i~+v 2 cosO 2 I00.0cos45"+81,6cos60" 

£j punto dondc ocurrc cl impacto csta a una distancia: 
x , ^(v,cosC]U= IOOcos45 D ( 10.8s) = 764m 


Fescue sta: 

! a) v, = r /( i^) = S1.6ni/s 
sen6 2 

1 b) En: 1 / = 764m 


PR-4.25. Ese bonibero tlena muy buana punteru 

On bom hero traia de cMinguir cl fuego desatado cn un 
edificio dc altura H = 24 m. Se col oca a una distancia d = 
m dc la base del edificio ntanieniendo el pico de la 
®mguera a una altura h = 1.90 m sobre el suelo. La 
'dividad dc salida del chorus de agua cs vy = 25 m/s. 


* * Uovlmlanto an Ooj y Traa Dlmenslonea - © D. Figueroa 149 


a) Halle el Angulo 9 del chorro de 
agua para quc pase rozando con el 
borde del techo. 

b) t .A qu6 disiancia Ax desde el 
borde del lecho caerA cl agua? 
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En cl trnnscurso del tiempo sus coordcnadas senin: 


X tT\( t) — d 


ym(0 = h--gt 2 


El cambur parte del origen (0, 0) con vclocidad inicial i 
(\’o cosO.VflsenB) y sus coordcnadas en funcidn del 
tiempo scr&n: 

x c( f ) = ( vo cos G)t \' c (0 = ( voter 1 0)1 - jgt 2 

Para que cl cambur choquc con cl mono, sus coordcnadas 
deben coincidin 

X C = x m => (\’ocos6)r= d (I) 

>'c = Xm => (v 0 senO)t-^gt 2 = h-^gt 2 (2) 

En la cc. 2 sc simplifican los tdrminos gt 2 H y si 
sustituimos cl valor dc / obtenido dc la cc. I, sc obtienc: 

h = ( v 0 sen6)t = v 0 sen9( —-—) = digO 
vocosO 

ts6=^ = ~=0.15 =» 0 = 36.9" 

d 8m 

Es decir, cl nifio debe lanzar el cambur dircctamcnlc hacia 
cl mono. Este resultado es consccucncia dc que cl cambur 
y el mono siempre cstfin caycndo con la misma 
acelcracidn. y la vclocidad vertical del cambur rcspecto al 
mono no cambia. de modo que cl mono vc que cl cambur 
siempre va derccho hacia dl. 

b) La vclocidad minima vp del cambur le pc finite pcgarlc 
al monojusto cuando cstc toque el suclo, y f = y m = 0 : 

y m (t) = h-t gt 2 =o => t=yj2h/s (3) 

y c =(v o sen0)t-^gt 2 =0 =z v 0 =-^— (4) 

2 2 send 

Sustituyendo (3) en (4), se obtienc. el mlnimo dc v 0 : 

.. _ X flft _ _ V2(9.80)(6) „„ . 

" 2^V7 " W ' 77,36.9 = 9<0m/S 

Si la vclocidad fuera mcnor que 9.0 m/s, el cambur nuncu 
llegarfa al sitio dondc cl mono toca al suclo. 




Cambur Mon: 


fle/pwia. 


a) Debe lanzar cl cambur directs 
al mono: 0= 36,9° 

b) I'o > 9 t 0 m/s 
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c 0 bf* un3 Z\ n vj dc golf dc forma lal que. saiga en forma 

t vP 

teC P' €te! distancia de ,a basc dc ,a ,oma - ,a P c,ola 

jss-* 


7 L0 petota no debo tocar la loma 

dc forma licmisfdnca dc radio R. *e 


loma ' 


nl IK’lota l 

lolp^ , 'dcscicnda al suclo piano sin rozar la loma. 
Liitf p,y i a minima vclocidad horizontal v„ que se 



l6rV a) Tomamos cl origen O a nivcl del suclo y 
hio del sitio dc lanzamiento. las coordcnadas rev 

£uV°» e " cardalibrcson: 


i = VQ l 


/ 7 „ / , 
y =yo+ v yO *+- or- = R - -gt- 


rvjpejando r dc la primera y sustiluydndolo en la 
*£unda. sc obtienc la ccuacitfn de la traycctoria: 




Praque los puntos (x, y) de la traycctoria queden por 
crximade la loma circular sc debe satisfaccr la condici6n: 

y 2 + x 2 > R 2 

Pcrlotanto: (R-^-j) 2 + .r- > R 2 

2v O 

EiJecit; R?-!*$±L + (£!L- ) 2 + x 2 >r : 

*'o 2i o 

~?i +, %j >2x2 + l>0 =» <-r-) 2 * 2 +i>£$ 

0 “’o *0 

S'« Jehe cuniplir csta desigualdad para todo t. hasta con 
, 0 C1 . cum 9 ** P ara * = 0. Por lo tamo, cl valor critico dc 






^luycndn*!. 6 * alc , ance v sc obl * cn c poniendo v =0 ' 
-- - () cn ccuacidn de la traycctoria: 

^ 4: ^Wm/enroe 


Conditional initiates: 

x 0 — 0. v X n — v 0 
>o=+/?. v w =0 


Oy = -g 
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y-*-<■&>** m0 

£V 0 


,2 ^ = m£ = j2R 


Xmal '~" g * 

La di&tancia dc atcrrizajc dcsdc cl pic dc la loma es. 
d=x mx -R = j2R-R=OA\R 


PR -4 ,28- Lanxando un paqucte dcsdc un hellcdptero 

Un hdicriptcro vucla horizontalmcnte cn linca recta hacia 
cl nortc a una altura h = 20 m sohrc un terrcno piano, a 
vclocidad constante, v/, = lOyf] m/s. Justo cuando pasa 
por cncima dc un Arbol, sc lanza un paquete dcsdc el 
helicriptcro, con una vclocidad horizontal Vy, = 10 m/s, en 

dircccirin ocstc rcspccto al hclicriptcro. 

a) ^Al cabo dc cuanto ticmpo cl paquctc locard ticrra? 

a) i,A qu6 distancia del Arbol aterriza cl paquete? 

b) iC on qu£ vclocidad pega cl paquctc con cl suelo? 


Solucldn: a) Elcgimos cl origen 0 al pic del drbol y los 
ejes: hacia arriba, +* hacia cl nortc y +y hacia cl ocstc. 

La velocidad inicial del paquctc cs la superposicidn de la 
vclocidad dc lanzamicnto hacia cl ocste y la velocidad 
propia dd hclicriptcro hacia cl norte. El vector de posici6n 
es: 

r(t) = + v 0 t = hi + ( v/,i + v p y)t+^gt 2 (-z) 

Las ecuaciones dc movimiento en cada dircccidn son: 

*( 0 x v*r, y(t) = v p r, Z (t)z=h-l gt 2 

En el instante cn que el paquete toca tierra, z(t) = 0: 

h >2 = 0 =» ,= (IE = §W =202s 

2 1 g V 9.80m/s 2 '° 2 

b) U distancia del paquete al 4rbol en ese memento es: 
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Condiciones initiates: 

x 0 ~yo = 0* Zo = /»= 20m 
v ox =v h~ I0V3m/s 

v ’ov = v n = lOm/s, v oz = 0 


a x =a y = 0 , a z =-g 


= -9,8m/s 2 
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j =2.oW( |0 '^ m /i) 2 + (IOmJi)2 - 4o 4 

vC |«iJ-i J dc a,cm/u J c del paquctc cs: 
v(t) = + dt = v h x + v p y - gt : 

. s l 0 -/ 3 i +1 °y ~ 9,8(2.02); = 10,/5.c + toj. - 19 m 

I 


•>>'*2702,' 

b)d =*0 





proycctiles son lanzados hori/ontalmcnte cn forma 
S jmul t ^ nea desde m * sma posici6n, con vclocidadcs v 0 j 
-25 m/s y v ° 2 = 100 m/S Cn direccion « opucstas. 



Solucldn; a) Tomemos el origen O dc coordenadas en cl 
punto dc disparo, el eje +y hacia arriba y el eje +.r hacia 
la derccha. Las velocidades de los proyectilcs en funcidn 
del tiempo son rcspectivamcntc: 

vi = v 0 jx-gty y v 2 =-V() 2 X-gty 

El instante en que cstas velocidades son perpendiculars 
est * determinado por la condicidn, v/ • v 2 = 0: 

v l*V2=(v 0J x-gty)(-v 02 x -gty) = -v 0 jvo 2 + (g0 2 =0 


V V QIVQ 2 _ V(25m/s)(lOOm/s) 1Qs 
g 9,80m/s 2 

1 Los vcctores de posicidn de los proyectilcs son: 

0 = v 0jtX-^-gt 2 y ?2 =“V02 t *~'^ 8 
1 dcs Pkzamiento relativo entre los dos proyectilcs es: 
d = ?!-r2=(vo/-vo2)tx 


*0 Determine cl instante de tiempo 
” " “ al s " 5 *«locidade. «on 

perpendiculars, 

h) Halle la distancia entre los dos 
proyectilcs cn esc instante. 
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Encontramos la ccuacidn dc la traycctorin: 


2 '*> 2 >'5 


2, o 


En cl punto dc coincidcncia dc la pistu cuyo pcrfil cs 
y- = 9*. sc dchc cumplir: 

(jL )x ^9x 

4v 0 

Por lo lanio. las coordcnadas del punlo dc impactn son: 

, = ( M,//y = 39Jm = t W2^2 | .« = I 5.5n, 

S : 9.80 2 


y = .?V7 = iV 15,5m = 11.8m 


PR-4.22. M&xlmo alcance do unapclola con rcbote 

Cuando una pclota dc futbol cs patcada a 4?' con la 
horizontal, su alcancc horizontal I). ticnc su valor 
mis i mo. 




*e*Pi*, 


»?i 


36v< ' 

= a 11.Rni 


Solucidn: a) En el primer caso, cuando la pclota cs 
pateada a 45*. cl tiempo dc vuelo cs: 


y = (v 0 sen6)t--gt 2 -0 


2\osen0 


y cl alcancc horizontal para el Angulo 0 = 45’ cs: 

~ vlsen20 vl 

D-(v 0 cosO)t = vqcmO( - ) = -2-= -V- 


a) Suponpa que la pclota sc 
con la misma rapide/ inicuh. 
pero a un Angulo o. u| 
despuds dc golpear el , U; | 0 
robot a al ini smo Angulo o. pen 
pierde la mitad dc su rapide/ 
initial. <,A que Angulo o debt 
patcarse para que tenga cl mmno 
alcance total igual a D? 

b) Compare los tiempos que lotu 
la pclola en los dos casos: di 
vuelo dirccto y dc vuelo coa 
rcbote. 
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() L .| |an/nrntcnto cs a un Angulo $y hay 

** l, e n70 ^ I'n . s vfar, 26 

(L ' + R 4 g 


Jl 


>dy 


s , a c0 ndici4n: <// + d 2 = < c obticnc: 


5 ,i^ 

? y :t<n20 .22. sen 20 = j =» 0 = 26.6° 


M C ^ie*la a on Angulo 0 = 45’. cl tiempo cs: 


Ins dos tiempos dc vuelo. Cuando la 




rs r jl 


US : 


2 Vf) senO _ 2vorcn45 <, = 


w <n0 = j^n26£ = , „ 

'•-yr k * * 

L,ci6n entre los dos tiempos. con rcbote y sin rcbote 


t4i 'l2v 0 /g 


4 la pclota se la esti llevando el viento 

Cm pclota dc bdisbol cs bateada dc refilon. de modo tal 
q-j* sale disparada vcmcalmente hacia arriba con una 
>;kodad inicial dc vo v = 10 m/s. La pclota en cl airc cs 
Liutrada por un fuerte viento que Ic impnmc una 
*d;nciAn horizontal constante u x = 2.45m/s 2 . 
ilEicriba Iaccuaci6n dc la irayectona dc la pclota. 
b^Cuil cs la distancia hon/ontal que habra viajado la 
pcico cuando rcgresa al mismo nisei de pamda? 
cliCuiles la mAxima altura alcanzada por la pclota? 


WlSfe a) Escogcmos cl origen 0 en cl punlo ilc 
taimicnio dc la pclota y cl eje +v hacia aniha. Ambos 
^mientca, el horizontal v el vertical de la pelota son 
^ ^'clcracidn constante y las ecuaciones respectivas 


fyl.Uovtm lento 


Ssspusmi 


i a) 6 = 26.6° 

I 

! b)-52-= 0.95 
1 U5 


|o 

li 


* 



Condiciones initiates: 

— 0, V|p = 0 

V|| = 0, Vyu = + I'o 
a s = +a, a y =+g 
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r.c0-r.pO = —^- rz 

2 \ f } cos* 0 

Como cl alcancc cs: L = x/cosQ . podcmos cscribin 

„ qLcosO 

tgO-tgC^^ - 

2\'fr cos' 0 

Dcspcjundo. obtcnemos cl alcancc a lo largo dc la colina. 
^ 2v{ f ( sendees9- tgQcos* 0) _ 2vft cns6scn(6-0) 


g cos 0 


gcos m 0 


b) El mfiximo dc L ocurcc cuando cs cerro su dcrivuda 
rcspccto a 6: 

~ ——— (sen29-2tg6cos~ 6)1 = 0 

(10 dO gcosQ 

——— (2cos29+ 2tg0scn29) = 0 => rg26 = -crgt 
gcosb 

Esin expresirin sc puede cscribir cn la forma: 

29 = arclgl -ctgQl = arctgl tg(^ + 0)1 = — + 0 
Por lo tanlo, cl Angulo 9 para mAximo alcancc cs: 

e=^ 

4 2 

En cl caso especial cuando no cxistc inclinacidn del piano 
(0 = 0). se obticne cl rcsuliado bien conocido dc mdximo 
alcancc horizontal para lanzamicnto a 9 = rr/4. 


sen26 = 2ienOcmo 


scn(0-6) = scn 0 cns 4 ~ 


Co, 0l tr.i 




PR-4.20 . Destruyondo un cohete encmlgo 

Un cohctc cs lanzado vcrticalmcntc con ncelcracidn d 


_ / 


/ 





i 


a) / = 'iljcn20-2igfco^ei 

8 cost 

b) Lnuix para: fl = - + - 

4 2 


Para dcstruirlo cn cl airc, se 
dispara un proycctil cn esc prcciw 
instantc. desde una distancia d) 
bajo un Angulo 9 con cl horizonte. 
/.Con quA rapidez miaal v lf debe 
ser lanzado el proyectil? 
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jcioncs vcriicalcs del cohctc y del 

^^nc. P tf" dcl,icm ^ W " ,rCSPCC,iVa,nen,e: 
fC*' ...i cn 111 

/ , 

yt<" 2 


y i,<» 


..(vo^)l-d-Kl 7 


, imnacto las alturas del cohctc y del 


,| ... jnualcs 

E" !> iia« bcn S 

V=-«' 2 

2 


vg]en8 = (^~-)t 


lf c n" sn,P 

^, cia hori/o" 1 


instantc cl proycctil ha recorrido una 
tal d: 


Sosiiwy 


J=v,' = < vocosoti =» •- V0COtB 
n do cstc t cn la expression anterior, cncontramos: 
g+ a 


„ . if il ) 

ifttnB)-!' J~ n v g cosB 


Respuesta: 


jdfg + a) 


d(g + a 

V sen20 


v 0 = J- 

V sen 20 


££4^21. Salto en blclclcta sobre plsta parabdllca. 

L . , st3 (jenc una zona horizontal y a continuation hay 
in i region que ticnc forma parabrilica. dcscrita por la 
eipresi6n: 

y * = 9x 

[Vnilc x e v cstAn cn metros. Un ciclista sc dcsplazn desde 
Ijizquierda con una vclocidad horizontal v„ = 10 m/s. 
•miles scrAn las coordcnadas del punto dc la pisla 
pnbAlicn dondc tocarA la biciclcta al cacr? 

Scdeiprecian las dimensiones dc la biciclcta. 


SslUCMfU Escogcmos cl origen 0 cn cl punto dc 
Linumiento y cl eje vertical y con sentido positive hacia 
Si climinamos cl tiempo dc las ccuacioncs dc 
novimienio del ciclista: 




y(t)=+z;gt 2 


C * M -’ Wo vlmknto on Dos 



y 

•2-9.r 


Condictones iniciales: 
X tt = 0. V’xn —V fl 
y„ = 0, Vy 0 =0 
fly = -8 


y Tres Dimensiones - © D. Figueroa 
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Sojucjon; a) Escogcmos cl origcn cn cl suelo. P or 
dchajo del pico dc la mangucra y cl eje vertical +v hacin 
nrriba El movinuento horizontal cs a vclocidad constantc. 


x = V x0 t^(v 0 cosB)t 


vqcosO 


El tiempo t sc rccmplaza cn la expresidn para cl 
dcsplazamicnto vertical: 

y<0 ~ yo + Vy-ot + at 2 = h (vpsen 9)t - - 

Ohtcnidndosc la ccuacion dc la traycctoria: 

senO I , x ,2 

v( x) = h + .1 -- - - gf- 

mr0 2 vqcosO 

En cl horde del tccho y = H para x = d: 

.. , ,5«7t0 / , t 2 

H = h + d - ~~-I £( - 

cosO 2 vo cos 6 

Sustituyendo los valorcs numdricos dc H. h, d. g. y vq> sc 
obticne: 


22.10 = 20 


V / - cos 2 0 3.136 

C0J0 cor* 0 


22,1 car* 0 + 3.136 = 20 cos G>11-cos 2 6 
888.4 cos 4 0- 261.4 cos 2 0 + 9,834 = 0 


, 261.4 ± J26I.4 2 -4(888.4)(9^834)+ —»0 = 60.0° 


cos 2 6 = 


2(888.4) 


—>0 = 77.9° 


La solucidn 0= 77.9° corrcspondc a la situacidn cn que cl 
chorro pega del bordc cn la bajada. El tlngulo buscadn cs 
0 = 60,0°. 

b) El punto dc impacto cn cl tccho sc obticne dc la 
ecuacidn dc la traycctoria con y - II. 

9.8 


150 


0.03136x J -1.732.1:+ 22.1=0 

O D. Figuoroa * Cap. 4: Movlmlento en Doe y Tree Din Mil#* 1 


Condicioncs inicial es - 

.r„ = 0. v in =v 0 cosO 

y„ =/i. x 'yn = v„ senO 

«> = *«? = • 9.8m/ S 2 


K-- 



\ 


'y, CSS 

nci ,Jcsdcclh»-Jccs: 

H J,4t to = x,-* 2 = 15.2m 



rl 


20 


30 x(m) 


Resouesta: 


a) 0 = 60.0’ 

b) A-t = x/ -jc? = 15.2m 




Cdmo sc deben lanzar los cambures al mono? 


Lin nirio lanza cambures a un mono que cuclga dc la rama 
4 c un drbol a una altura h - 6 m sohre c l suel o. 



La mano del nino queda al nivel 
del suelo y a una distancia 
horizontal d = 8 m del mono. El 
nino observa que el mono se 
suelta de la rama cn el prcciso 
instante en que cl le lanza el 
cambur. 

a) L \ que dngulo 0 debe cl nino 
lanzar el cambur para que siempre 
pegue contra cl mono? 
c) ^Cudl es cl mfnimo valor del 
modulo dc la vclocidad. \'o para 
que el cambur siempre le pegue al 
mono? 


Qta&i; Tomemos cl origen dc coordcnadas cn el 
punto dc lanzamicnto del cambur. y cl eje v positivo hacia 
n U aceleracidn cs « v = -j». lnicialmcntc el mo 


pane del 


punto (</,/ i) con vclocidad inicial ccro. 


^ Movlmlento en Dos y Tres 


Dimenslones * © D. Figueroa 
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PR-4.18 . El esquiador Icvanto vuelo en uno rampa 

Un csquindor sc dcsliza por una rampa cubicrta dc 
y al final dc la rampa sale con una vclocida t - m 
un Angulo p = 20° hacia nrriha dc la horizontal. 


Dcspuds dc la rampa h ay 
Udera descendenie dc incl,^ 


1 a, crri la .1 


53° con la horizontal, 
a) i.A qud distancia 
esquiador cn la ladcra? 
hi <,En qu£ momento clcsq^ 
loca la ladcra? 
c) ( CuAI cs su velocidad 
momento? 



Solucldn: a) Escogemos cl origen 0 cn cl punto dc 
lanzainicnto y cl eje vertical con scnlido positivo hacia 
arriba. Las ccuacioncs dc movimicnto del esquiador son. 

x = i 'Oxt = < v ocos0)t 

y = voyi +y at2 - (' v o “ 7 V 2 

Si L cs la longitud a lo largo dc la rampa dondc llcga cl 
esquiador, las coordcnadas del punto P dc llcgada son: 


x = LcosO = (\'ocas0)t 


(I) 


y =-LsenO=(vosenQ)t-'tgt 2 ( 2 ) 

En cstc par dc ccuacioncs tenemos dos incognitas, L y /. 
Podemos eliminar cl tiempo, despejdndolo dc la ccuaciOn 
(1) y suslituyOndolo cn la ccuacidn (2). Ohtenemos osf: 

^ 2v' f j/ tK<t>c(>sG+ senOj cos 2 p 
groi 2 0 

, 2(l2) 2 (tg20°cos53 0 +scn53 0 ]cos 2 20 0 __ 

t= -- =72 - Rm 

b) El tiempo que tardc cl csquindor cn descender cs: 

t - JL _ - t' cns0 = (72,Km)cos53 n _ ^ 
vo* vo cos# (12,0m/s)cos20“ 


Condiemnes inicialcs: 

*(• ~ 0. X’xo —VffOiQ 

yo = 0. V =v iy icn0 
Oy = -g 


?gN|\ 

V "v« * ‘ . 


Dal os: 

<>=20°, 0 = 53®, 
va = 12 m/s. 
fi = 9.8 m/s 2 
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la velocidad dc atemzajc son: 
, „cofl>P» nen '! S J ,12 .0m/s)Cf«2(r= II.3m/. 
*VO CO y 

?vot 


* v or 


.ft^vosenO-Kt 


, 2.0m/s) sc n2^‘^’® 0m / s2 = ”34t0ni/s 

que forma cl vector con la horizontal cs: 

► ci = -71.6° 


£]inS ul ° 

v . r -^LOm/s = _ 3 0 , 
rjfCt' = 1 1.3 m/s 


So lucldn: 


a) L = 72,8 m, b) / = 3.89s 
c) v x = II .3 m/s. v, = -34.0 m/s 


Mix , m o alcance de una pale,a en la co Una 

, colina que lienc un dngulo de elevacidn 0. se 
H*' 1 una c velocidad i 0 a un dngulo fi respecto 

lontf una pel™* 1 

.hbonzontal. __— 

/ \ 

/ 

y\ / 



a) iA qu£ distancia L. pegari la 
pclota a lo largo dc la colina? 

b) qud Angulo 0 deberd ser 
Ianzada la pclota si sc dcsca lograr 
cl miximo alcancc posiblc? 


Solucldn: a) Elegimos el origen cn el punto O dc 
disparo y cl eje posilivo -»-y hacia arriba. Las ccuacioncs 
ifc movimicnto honzontal y vertical del proyecul son: 

.r = v 0r i = (v 0 cosO)t 

>- v 0y f+ -flr- =(\'oscn0)t-^gt 2 

k'pejando r de la primera ecuacidn y sustituydndolo cn 
c £un o. sc obticnc la ecuacidn dc la traycctoria: 

y = .vr S B -- 

2vficos 2 0 

Cl ,1unl ° cn la c °Nna dondc pega la pclota, sus 

acioiuulnv nor* v — rlnA Tnnilnnilrt 


cixnOcnad,« * 1l \ MO cn co, ' na dondc pega la pclota, sus 
‘ rc * ac »onadas por. v = .ugpi Igualando 

,a anterior, sc obticnc: 

Cln -- 


4 ' w °Wmtenf( 
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EELM1 . i Verdadero o Fatso? 

Una dc las siguicntcs afirmacioncs cs mcorrcct.-y 

a) Si la acclcracirin cs ccro cl vector vclocidad dchc scr 
consianic. 

b) Si cl mrtdulo dc la vclocidad cs constanic, la 
acclcraci6n debe scr ccro. 

c) Es imposiblc dcsplaznrsc a lo largo de una curva sin 
acclcmcitin. 

d) El vector vclocidad instanlAnca cstd siempre cn la 
dircccirin del rnovimiento. 

c) El vector acclcracion instanl/inca no siempre queda cn 
la direccidn del rnovimiento. 


media? 


PE-4.Q2. tHacia ddndc apunta la acelcracldn 

El dingrama mucstra la trayccloria curva dc un nino 
dcslizindosc cn un lobogan y sus vclocidadcs, vj y v 2 en 
dos instantes diferentes: 



Pg^.03. Longltud de la trayectorla y desplazom lento 

En un determinado intervalo dc tiempo la longitud total 
rccorrida por una partfcula a lo largo dc su traycctoria cs 5 
m. Rcsulta imposiblc que su dcsplazamicnto en esc 
mismo intervalo dc tiempo tenga un m6dulo de: 


a) 0 


b) 1 m 


c) 3 m 


d) 5 m 


c) 6 m 
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i.Cuil serf la dirccciin del i W( „ 
accleracion media cn 
intervalo dc tiempo? 
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Acelcracldn do una polota en el alre 


n i pclota al aire y viaja cn rnovimiento 
$e l#n* a ,,n s ‘. jespreciamos cl mznmicnto del aire. la 

g^****”- . 

U „,isn-3 duranic lodo cl irayeclo 

. c. la pclota va subiendo o va bajando 

h v Jcpc ndc ^ 

minima cn la cuspidc de su traycctona 

C)C5 cn la cuspidc de su trayectoria 
jj es ccr0 

" ) d f pcn^ dc, ‘ 1ngU,0dC ,an7 ' am,cn,a 


4 ics 


Cuondo la pelota alconza su altura mdxfma... 

do sc lanza una pclota al aire y sigue una traycctoria 
rjlVdica. cn el punto dc altura maxima. 

4) |a acc jcracidn cs ccro y la vclocidad cs diferente dc 

:c ro. 

b , a vc |ocidad cs ccro pero la acelcracirtn cs diferente dc 
:exo. 

: )U vclocidad cs paralcla a la accleracidn. 

d) la vclocidad cs perpendicular a la acclcracidn. 

diintn la acclcracidn como la vclocidad son nulas. 


pE-4.06 . Rolacldn entre distances de cafda del chorro 

Por la boca dc la manguera sale un chorro dc agua (punto 
A). Suponga que traznmos una Ifnea recta imaginaria cn la 
dircccidn dc lanzaniicnto del chorro y tomamos cn csta 
tinea dos puntos, B y C, a distancias tales que: 

Jh = Jc 

tQud rclacidn guardan las corrcspondicntcs Hncas 
vcnicalcs fril y C'C que concctan cstns puntos con la 
traycctoria del chorco? 

a>CC = 2/Tfl b) CC = 2,5WH c) CC = llrB 
d)CC=4«7? c) CC = 4,9fF7i 
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PR-5.02 , Punto en la periferla de un disco en rotacldn 

Un punto P cn la pcrifcria dc un disco dc radio K = I m sc 
cst.i movicndo con una rapidez quc varia con cl nempo. 
En cicno instantc cl vector acelcracidn ticnc m6dulo In I 
= 5 m/s* y forma un Angulo 0 - 36.9' con la It'nca radial, 
fin esc instantc. determine: 

a) La ncclcracirtn radial dc la particula. 

b) La vclocidad dc la partfcula. 

c) Su acclcraciCin tangcncial. 


Solu cldn: n) La accleracion radial cs la proycccion del 
vector a sobre In Ifnea radial: 

a, = acosO = (5.0m/s 2 )cos36.7°= 4,0m/s 2 

b) La vclocidad lineal cstA rclacionada con la acelcracidn 
radial: 


a r-~^ =» v = -Ja r R = 7(4.0m/s 2 )(1.0m) = 2.0m/s 

c) Si a = a r + a, , cl modulo dc la acelenacidn tangencial 
cs: 

a t = -a} = 7(5.0m/s 2 ) 2 - ( 4,0m/s 2 ) 2 = 3,0m/s 2 



PR: 5 t Q 3. Prende el tocadlscos y luego apigalo 

Un disco LP “dc los viejos", quc ticnc un radio R = 15 
cm. empieza a girar acelcradamcnte hasta alcanzar la 
rapidez angular final de 33 * 1 /* rpm en dos segundos. 



Solucldn: a) La rapidez angular del disco cs: 

(I00rev/min)(2;rrad/rev) 10 rad _ ._rad 

cu =---;-= — x — = 3,49— 

(60s/mtn) 9 s s 


a) °r - 4,0m/s 2 

b) v = 2,0m/s . 

c ) 0/ - 3,0m/s^ 


a) <,CuAI cs su ncclcracidn angular 
y cl Angulo quc hnbri girado en 
esc tiempo? 

b) Calculc las components de b 
aceleracidn lineal en un punto de! 
horde, al cabo de un segundo. 

c) Dcsputs dc haber apagadoel 
aparato, el disco complcta doi 
vucltas y se dcticnc. Halle Ij 
aceleracidn angular (constantel.y 
cl tiempo que tarda cn detenene 
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Sn angular cs constantc. y podemos usar la 
of = r% 4 w 

n,^,M 9nitl/ ^ = l.75rad/s 2 
25 

|ratlo c| disco cn dos segundos cs: 


fj Jnj? 1 


: ulo g 




I 2 __o + _(|,75rad/s*)(2s)' = 3,5rad 

e ^*2 2 

®- 3 **S&“ 200r 

i dc7 angular al cabo de I s.dc empezar a girar cs: 


0)=0>O 


+ at =0 + (1.75 rad/s 2 )(Is) = 1,75 rad/s 


rrr-l\ 75 rnd/s 2 )(0.15m) = 0,262 m/s 2 

Of s V* ~ ' 

a =a) 2 r = ( 1.75 rad/s) 2 (0.15m) = 0.459 m/s 2 

. apa g ar cl cquipo. Ia rapidez angular disminuyc a 
^v la accleracidn (negativa) se obticne de la relacidn: 

a) 2 = d)l + 2a0 

2 ^ = 0 1 (3^9r^ = 2 

20 2<4jr) 

El tiempo que tarda el disco en detenerse cs: 
id = (D () + or/ 

oj-ox, 0-3.49rad/s _ „ 

r = -— -- T = 7,20s 

« -0,485rad/s‘ 


flueda con aceleracldn angular constante 

Snuna partfcula cn cl horde dc una raedu de radio R = 
0j m quc empieza a girar con una acclcracidn angular 
*'*wantc« = 4 rad/s 2 . Al cabo de 1 segundo determine: 
u L» vclocidad angular y la vclocidad lineal. 

I ^elcracidn tangcncial y la accleracion radial. 

uf" r Cl VCCU)r 5 >’■■ ■'«*» tangcncial. 
tndri iLuni C CU4nl ° l,c, u|H>. la accleracion tangcncial 
-Kualmagnitudq UC la radial? 


*****mlenu 


'o Circular • O D. Figuoroa 


Rcspu estn: 


a) 

0 

= 3.5 rad = 200° 

b) 


= 0.262 m/s 2 



= 0.459 m/s 2 

c) 

a 

= - 0,485 rad/s 2 


r 

= 7.20 s 



173 










































PE-4.13 . iOu6 vclocldnd llcvaba la pelota? 

Una pclola rucda por una mesa horizontal dc 1 m. dc alto 
y luego golpea cl piso a un Angulo dc 45*. 


4 




JJ 


|_45^ 




PE-4.14 . Tlempo de vuelo de un dardo 

Un dardo cs lanzado horizontalmcntc hacia cl ccntro del 
bianco y pega a una distnneia dc 4,9 cm. por debajo del 
ccntro. 





PE-4.15. iCudl sard la trayectorla de la partfcula? 

Las coordcnadas x(cm) c y (cm) dc una partfcula varfan 
con cl tiempo t(s) dc la forma mostrada cn la figura dc 
abajo. 

/.CuAI dc los grAficos mostrados a la dcrccha representa la 
forma dc su traycctoria cn el piano Jty? 



(.Con qu<j Vr . 

rod »fo , apclo ta > X 

a) l 'o=4,43 m/ , 
h) v o = 1.00m/i 

C)v ° = 7.07 Ws 

d) '0 = 10.0 m/s 
c) "0 = 19.6 m/s 


(,Cuil fuc su liempo dc vu t | 0 i 


a) t = 2,30 s 

b) / = 0,49 s 

c) r = 0,10 s 

d) t = 0,05 s 
c)/= 0,01s 



162 


© D. Figueroa - Cap. 4: Movlmlento en Dos y Tree Dlmensloae* 


t .„ S0 n 10 , gr«lc°’ d * * ''' l °' ld ’ d? 

,C jCtl’"” 

90^ , i rermso ilcsdc lo alio dc una rampa un 

rfloWl urt * i, lew Buncos mostrados corrcspondcn 
tin 1 !?' ,Cu4l cs d . , vclocidad cn funci/m (Id tiempo? 
(no'° mn( ,nc n ' cS uc 

^ ,lt representa y cl gr.lfico (it) cs v t 

0 representa v,. y cl BrtSfico (...) es r, 

0>representa ».. y cl grtfieo(ties v. 
*0P&° representa ... y cl grifico (...) es .> 







iCuil es la trayectorla dc la partfcula7 

nnrtfcula parte del reposo desde la posicidn .r = 10m 
jn£hU a una aeeleracidn: 3 = 6, +4, (cn m/s-). 



20 30 


20 30 


pE-4.1 B . Una doclsldn de muy alto rlesgo... 

En un cdificio sc desata un incendio y una estudiante subc 
hdjta la azalea para desde ulU saltar al edincio conliguo. 
El horde de la segunda azotca cstA a una distancia 
horizontal il = 6,0 m y a una distancia vertical h = 4.9 m 
por debajo dc la primera. Ella rApidumenle saca cucntas y 
concluyc que la minima vclocidad requerida cn el 
momentodel sultocs... 

a) v 0 - 1,22 m/s, 

b) v 0 = 3,0 m/s, 

c ) - 4,0 m/s 
v o = 4,9 m/s 

e l v o = 6.0 m/s 


CuAI dc cstos grAficos representa 
la traycctoria dc csta partfcula? 



r*., V.:i 

s i 


- 

jT 


\ 


> I 

i ; 



1 

i iR 
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LOS VECTORES VELOCIDAO Y ACELERACibN 

En cl movimiento circular, cl vector vclocidad v es 
siempre tangente a la circunfercncia y tienc la dirccciOn 
del vector unitano tangcncial 0: 

v = \0 

El vector nccleraciAn es la dcrivada temporal dc v. por lo 
tanto: 


_ dv d •. d6 * dv . .dv * 

a = — = — (\0) = v — + 0— = f-vea)r+( — )0 
di dt dt di dt 


Tomando en cucnta que: u)-v/r, encontramos que la 
nccleraciAn tienc dos componcntcs: 

L',6 

r dt 

El primer lermino es la componcntc radial d r y cl signo 
negalivo significa que csta dirigida hacia el cetilro de la 
circunfercncia y opucsta al vector unitario ?. El segundo 
lermino es la componcntc tangencial. a,. 



MOVIMIENTO CURVILfNEO GENERAL 

En general, si una partfcula sc tnueve a lo largo dc una 
curvu urbitraria, cada trarno muy corlo de la traycctoria sc 
puede modclar como parte dc una circunfercncia de radio 
r. El cfrculo dc curvatura es tangentc a la traycctoria en el 
punlo y la linen normal esl.1 dirigida hacia el ccntro de 
curvatura. 

Podemos aplicar en cada punlo las exprcsioncs para las 
componcntcs radial y tangcncial de la acclcracitin que 
dedujimos para el caso del movimiento circular. 


a,-- 


r/lTI 

dt 


La componcntc radial dc la acclcracidn a r permite 
dclcrminar cl radio dc curvatura. r-v 2 /a r y la tasa dc 
cambio dc la direccidn a) = dO/dt-v/r, incluso cuando 
v no es constants 


Qd, : al ,a ngcnci a | 

S = f--); + ,£vl . 



PROBLEMAS RESUELTOS 


I rando en la curvn sin camblar su rnpldez 

< |a/a a 72 km/h (20 m/s) hacia cl none y 
sC dC5 ^ curvn para dirigirsc hacia cl cstc. La 
a 90* cn un riinnticnc constuntc y la curvn tienc un 

i.i j;urTO 1 

rvatura dc 50 m. Determine: 

ci/in instanuinca del carro cuando csti a 

j) 14 aiC,C j n ocn la curva. 

media a lo largo dc toda la curva dc 90*. 
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t FI mrtdulo dc la acelcraciAn radial 

_ i i = (20nVs)i = 8nl/s : 

Qr ~ R 50m 

b)DU nuitc cl giro ror cl carlo dc c.rcunfcrcncia. la 

disoncia rccorrida es: 

UR = 2£(50m) =785m 
U ~ 4 4 

HI tiempo que tarda cn recorrcr csta dislancia es: 

D 78.5m 




- = 3,93s 


v 20m/s 

Durante estc tiempo la varincidn dc su vclocidad es: 

Av = Vi - vi = (20.i - 20y )m/s 
Por lo tanto cl vector acclcracidn media es: 

Av 120.x-20y)m/s 

a m = — = ---= 5.09f .x - v ni/s- 

A/ 3.93s 

El mrtduln del vector acclcraciAn media 
l=5,09>/2 = 7,2m/s 2 y la dirccciAn: 45* ES. 


kp- 5: Movimiento Circular - O D. Figueroa 

























































PE-4,19 . iChocarAn los proyectlles? 



Un canrtn A csta a una altura h por cncima del nivcl 
dondc sc cncucnira otro canrtn B. como mucstra la figum. 



. 7 “ ,nca n)eni c p nil 

, £ ual ra pidez. Si 1 

rcs.stcnc.adclairc, 

a) Los proycciilcs *. 
»'re.ndcpcn l lic„ ledtl l 
h) Chncan Sl ,| 0 ,j su% 
son .nfini.a.ncn.c gran 
V Ch °can s n | 0 

dclerminado valor dc/ 
d)Esimposihlcquc C | 1 


.. - 


PE-4.20 . Interccptando un mlsll en el alre 


El misil A cs lanzado con una vclocidad inicial v A = 100 
m/s formando un dngulo 0 = 53° con la horizontal. Para 
intcrceplarlo. sc dispara simultdneamente un provcctil B 
desde un punlo por dchajo dc la iraycctoria dc A. t ,Cudl 
debe scr la vclocidad inicial »•// del proycctil? 

a) \ ft = 100 m/s. b) v# - 80-m/s. c) = 60 m/s, 

d) i <ii - 40 m/s. c) Fa I tan dalos. 





idin VIMIENTO CIRCULAR 



circular es un caso especial del movimiento en un piano, y ocurre cuando la 
kl n'.ovim ,cnl ” c |a partfcula cs una circunfcrcncia. El movimiento circular ticne gran 
qUC cl | Ct1 ya quo cs muy comtin en la naturaleza y en nucstra cxpenencia diaria. Es 
^peruncia r ^^ v ‘ imicnU> u c U na piedra que sc hace girar atada al extrema dc una cuerda. el dc 
jrfCJ^P 10 ’ C jos carro5 y bicicletas en tomo a sus ejes y. cs una buena aproximacidn al 
nJC JaS L ° t ^|i lc artificial alredcdor dc la tierra. Una situacidn que a muchos sorprende. 
mov>nii cn, ° c 11 ‘ * c siguc una traycctona circular estd acclcrado. aun cuando su rapidez sea 
ei‘1 uC un caso )a acc ] er aci6n provienc del cambio en la “dircccidn" del vector vclocidad 

.-enstante n Cuando ambos. la direccirtn y cl modulo dc la vclocidad cambian en cl 

vhoch 5U v ^ c| ^ r acc |craci6n puedc dcscribirse mcdianlc dos componcntcs: una component 
u . m p°. d NCC ^ ^ cambio cn )a •'direccidn" de la vclocidad y una componente langenciat 
radio! 3S ^^ jnbio cn c) -modulo” dc la velocidad. Veremos que la dcscnpci6n del movimiento 
^ubrw ^as simple ulilizando un sislcmade coordcnadas polares. 


CAP. 4: RESPUESTASA LAS PREGUNTAS 


tmimkmuvummmnm wnwttrr 



a 

b 

pr- 

d 

c 


a 

I) 

c 

d 

c 

4.01 


y 





4.02 




j 


4.03 





/ 


4.04 

y 





4.05 




y 



4.06 




j 


4.07 





/ 


4.08 



✓ 



4.09 







4.10 




j 


4.11 


y 





4.12 



y 



4.13 

✓ 






4.14 



y 



4.15 

✓ 






4.16 


✓ 




4.17 



/ 




4.18 






4.19 



1 




4.20 
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En este capltulo Ud. encontrard aspectos relaclonados con: 

• Posicirtn angular 

• Velocidad lineal y velocidad angular 

• Acelcracirtn angular 

• Acclcrucirtn radial (o centrfpcta) y ncclcracirtn tangcncial 

• Movimiento circular uniforme 

• Movimiento circular no-uniformc 

• Dcscnpcidn del movimiento en coordcnadas polares. 


Cip ■ Movimiento Circular - © D Figuoroa 
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PRINCIPIOS fiwp a^ 


posici6n angular 

Un objcio cn movimicnto circular, alrcdcdnr dc un punto 
origcn O. sc pucdc ubicar cn un sislcma tic referenda por 
la distancia radial r y cl Angulo 0 mcdido dcsdc cl cjc .r. 
La distancia r cs conslanlc y al Angulo 0 sc 1c llama la 
position angular. 

En la dcscripcidn del movimicnto circular cs convenient 
expresar los Angulos cn unidadcs dc radiants , que sc 
dcllncn par la razdn entre dos longitudes: cl arco s, y cl 
radio r. 

Un radian cs cl Angulo subtendido por un arco dc longitud 
.t dc igual valor que cl radio r. dc la circunfcrcncia. 



0 = 


Arco j 

Radio = 7 Rldia,le > 


VELOCIDAD ANGULAR 

La vclocidad angular media sc define como cl Angulo 
barrido por unidad dc liempo: 


A0 i, 
= — rad/s 
A i 


La vclocidad angular instantanca sc obticnc tomando un 
intervalo de tiempo extremadamente pcqueno: 

a) = Lon {—) = — rad/s 

A/—»0 A t dt 


En realidad. to = dO/dt cs la rapidez angular o mddulo dc 
qj ya que la velocidad angular, cs un vector, cuya 
dirccctdn sc cligc perpendicular al piano dc movimicnto. 
El carActer vectorial dc la velocidad angular. serA tornado 
en cucnta en la Unidad III (Sistemas dc Partfculas) en 
concxi6n con cl estudio del movimicnto dc rotacirtn dc un 
cuerpo rfgido en el cspacio. 


Velocidad angular media 
A t 


Velocidad angular instantdnea 

dO 
(o = —~ 
dt 
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0 aC|6 N aNGULAR 

. „.nresa cl cambio dc la vclocidad 

^nai^ u,ar 

,cl 

(fO 

(t= Al ‘I' 11,2 


.cei- 1 

r .:An ant"’- 
XI tr' A to dot 

aT-« a ‘ 


rad/s 2 


^ angular constante 

AC ELEB Jcfinicinncs do las variables angularcs 

- d "‘" 3M i*dcl innviniicnlo lineal. Por lolame, las 
"Lani 


dcfiniciones etc las vunui.ics .mgiiuuc. 
Mtfl* 1 ue ,“* de i movimicnto lineal. Por lo tamo, las 
'Janllnf 1 ' 3 „, 5 i.cas one relacionan 0. to y or para 
c,n " , r constante. rcsultan scmcjaiitcs a sus 
^l^/p/ra las variables lineales .r. v y «. 

„. iNEAL y velocidad angular 
OCIPAU LINC ^ 


^^ a dbneal ins.anttSnea v que es tangenctal asu 
:d pmiemos definir una rapidez lineal media 
,ol«« ,na ‘™ dc | a longitud dc arco rccomdo. A r. al 

‘i^plcadoenrccorrcrlo^ 

v m = AWAl. 

„ „■ Ar ->n. sc obticnc la rapidez instantinca o 
Fn cl lirniic* ... . 

^Julodel vector vclocidad. 


Aj . ds 

v = Lim 


m/s 


Ai-40 A t 

Como la longitud difercncial dc arco cs ds= rdO. 
^d-mos expresar v (m/s) en tiirm.nos de to (rad/s). 

tW .. 
v - r-~- = rto 
dt 


MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME 

En cl movimicnto circular uniforme , cl mddulo del vector 
telociihd (In rapidez). cs constant, pero la dircccuSn 
tangential dc v cambia contmuamcnic. Debido a estc 
eamhio dc dircccidn. cl movimicnto circular uniformc cs 
uempre un movimicnto acclcrado. 

El vector acclcraeion d es perpendicular a dicha 
circunfcrcncia y siempre apunta hacia cl ccnlro. Por ello 
Kdenomina ncderacidn radial o centripeta. 

5: Movimicnto Circular * O D. Flguoroa 


Acelrracidn angular 

dto _ d 2 e 
n ' dt dt 2 


d) = tan + of 


0=0»t + (Oot+ 


to-(i$ + 2aA0 


y 





r \ 

V * 

/ x 


Velocidad lineal 
v velocidad angular 



La ace leration es radial 
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... d *» 

V = 7, = 7 , (6t+ = < 6 + m/s 



En cl instantc r - 4s, cuando cl carro pasa por cl punto P. 
su rapidcz. cs: 

vp =6 + 2(4) = 14 m/s , v/> = l40m/s 

Tomando cn cucnta quc la acelcracirin tangcncial cs dv/dt 
- 2 m/s 2 = constanic, cl vector acclcracidn cs: 

- - - v 2 . dv - 14- 

fl = fl r + a 0 =--r+— 0 = -f—-jf+20 

R dt 40/jt 



a = -15,4f+20m/s 2 



(45.Ws) 2 

6.37x I0 ft m)cosl().5° 


= 0.0331 m/s 2 




g, cnionccs: 

a 


v 2 

R 




uve locidad lanecncia' 


dc la persona cn cl ccuador serfa: 


% /(6.37xl0 6 m)<9.80m/s 2 ) = 7900m/s 



Ul)un ci«n(lcld(a.«rfa: 

2jiR _ 2ff(6.37»10 f 'm) _ 5066 s = 84,4min = 1,41h 
1*"?' 7900m/s 


Cuyo mddulo cs: 


flUBtsu,. 

l5N^ fl 7 + a| =VlS.4 2 + 2 2 =I5.5 m/s 2 

»> - 

PR-5.07 . iQue pasarla al la Tierra glrase mas rdpldo? 

a) Calculc la vclocidad y la acelcracion de una persona 
situada en Caracas (Latitud 10° 30' N), debida a la 
rotacidn dc la Tierra. 

b) Suponga quc la rotaci6n dc la Tierra aumentara hasta el 
punto que la magnitud de la aceleracidn radial, a r , cn cl 
ccuador fucra igual a la accleracirin dc la gravedad g, 
t. c ual sen a la vclocidad dc un habilante de la zona 
ccuatorial? ( ',Cu4nto durarfa un dfa si esto succdicra? 

<-.Qu6 sucederfa a los objetos y a las personas? 

l 

1 

Solucldn: a) El radio r dc la circunfcrcncia que viaja 
durante un dfa cs: r = RcosO, dondc R cs cl radio dc la 
Tierra y 9 la latitud del lugar. El tiempo cn para dar una 
vuelta completa cs T = (24h)(60min/h)(60s/min) = 86400 
s. La rapidcz constantc dc la persona debido a la rotacidn 
terrestre es: 

2nRcos9 2*6,37xl0 6 m)cos 10,5° . 

T ~ T = 86400s =455n,/S 

La magnitud de la accleracion 5 c es: 



"•76 ©D. Figueroa • Cap. 5: Uoylmlenlo W m “ f 


hccho dc quc cl valor cfcctivo dc la acclcracidn dc la 
^ vedad £ cn cl ecuailor rcsulla nicnor quc cn los polos, 
^ainbuido pnncipalmcntc a la aceleraci6n cemrfpeta dc 
[a rotacidn terrestre. Para hallar cl valor cfcctivo dc la 
ct j 3 d cn cl ccuador. debemos sustracr a c del valor dc 
b aedcracidn debida puramente a la gravitacirin. Si a c 
llsgara a igualar y superar cl valor dc g. cntonccs los 
objelos snbre la supcrficic terrestre volanan al espacio, 
pir un cfccto ccntrffugn. Esto serd analizado cn dctallc 
cuando estudiemos los marcos dc referenda acclcrados 
(cn la unidad 2 dc Dinamica dc csta scric). 


Respucat a: 


a) v = 455m/s. a = 0.0331 m/s 2 

b) v = 7900m/s. T = l,41h 


PR«5,08. Rotacldn de una tabla quo deallza 


Una tabla dcscansa cn su extremo inferior sobre la 
esquina fonnada por el bordc del piso y la pared, y cn un 
punto intermedio estft npoyada sobre la plataforma dc un 
camidndc allura / 1 . 

Sidcamidn sc alcja a una vclocidad horizontal constanic 
“• icuAI serti ,a vclocidad angular dc la tabla cn funcidn 
del Angulo flenn la hori zontal? 



^isiancia horizontal desde la esquina hasta 
Punto dc apoyo con la plataforma cs: 



.t 


tgO 


^^Iclcamirtnes: 

^ S: Unl ">lanto Circular - 


© D. Figueroa 
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Para hallar cl mridulo dc la acclcracirtn radial, 
supongamos quc cn un intcrvalo dc ticmpo Jr. cl vector 
posicirin pira un Angulo 0 y cl dcsplaznrmcnto cs Ar 

Por scr los vcctorcs v y r pcrpcndicularcs entre sf, cl 
vector v camhia su dirccci6n por cl mismo Angulo G 
AdemAs, como sc ilustra cn cl dibujo, Ir/Hrjbr y 
I?/hi?; t v; cl iriAngulo quc forman los vcctorcs 
velocidad cs semejante al triAngulo quc forman los 
vcctorcs dc posicirin. y por lo tanto sc cumplc la rclncitfn: 


Av A r 


Av = -Ar 


0. sc 


Dividiendo por Av y tomando cl lfmitc Ar 
oblienc la expresirin para la acelcracirtn: 


Av v Ar v- 

a ~ urn (—Urn (—) = — 
&i-±0 Al r A/—»0 A t r 


El vector a cs paralelo al vector Av y por lo tanto apunla 
hacia cl centro (la acclcracidn cs centripetal 


MOVIMIENTO CIRCULAR NO-UNIFORME 

En un movimiento circular no-uniformc cl m6dulo dc la 
velocidad. varfa cn cada punto y hay una componcntc 
tangential dc la acelcracidn, dc modo quc cl vector 
acclcracidn ticnc dos componentes: 

La aceleracidn radial cstA asociada al cambio cn la 
direccidn dc v: 

v- 2 
ci r =— = a)*r 
r 

La aceleracidn tangencial cstA asociada a la variacidn del 
modulo dc v. 

r/lvl d((or) 
a t = :— = —■— = ro 

dr dr 

Siendo r cl radio dc la circunferencia, cula velocidad 
angular (rad/s) y a la aceleracidn angular (rad/s*). 



Aceleracion radial 

° ccniripctu 



Aceleracion radial 
a r = co-r 

Aceleracidn tangencial 
a i = ret 
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L* 5 rin l jc| movimiento circular rcsulto 

. ,i V 7,„ r lin sistema dc coordcnadas polarcs. 

E >CC ill ‘ ,U " |' pnsicion dc un punlii l> quc licnc 
c, es< e siM ' n 'rtcsianas tf. v) queda cspceificada por su 
* ,-lcoad 34 pnr c | .Angulo 0. medido rcspcclo 

.V 1 - • a nnC*'" 1 ' • z I lit' 

* scnud0 contnirio a las agujas del rcloj. 
jrlfJ c l,Cn C 

• hir los vcctorcs dc posicion r, velocidad v 

i\d^° sC ^ n r, cn tdrminos dc los vcctorcs uniiarios 
| j: clcr^ ,6n U 

jcU* 5 - _ _____ 


q 5 VECTORED UNITARIOS POLARES (rj) 

u „ ilan „ radial f licnc la direccidn y scnlido del 
E, ' CJ ° os icidn y cl vector uniiario polar G, cs 
'^^dfcular al anterior. Estos vcctorcs sc pueden 
l*^ 11 ' tdrminos dc los vcctorcs unitarios cancsianos 
p vector unitario radial cs: 

* _ Z. = — E • V — = cosGx + sen Ox 
~ r r 

E) vcclor unitario tangencial 0 sc obticne tomando cn 
juenia quc 0* r = 0 y quc su mddulo cs uno: 

0 = -jr/iflt + cosOy 


Observe quc. a difercncia dc las dircccioncs dc los 
vcctorcs unitarios (i.y) quc cstan fijos u lo largo dc los 
ejes cartesianos. los dircccioncs dc los vcctorcs unitarios 
(/. 0) varian. ya quc sc mueven junto ten la partfcula. 

for lo tanto. las dcrivadas rcspcclo al tiempo dc los 
'ectoresunitarios polarcs (r. G) no son nulas: 

dr JQ . do . . A 

— = ~ien0~x + cosO — v = (0{-senQ\ + cos fiv ) = +(oO 
d! dt dt * 

n lt0 * dG . . . 

, --caxU—~x- senO-— v = -tufoufli + senOv) = -tor 
“ th dt 

^>ncle licmos hccho la sustitucirin: d0/dt = o). 


C| F S; Movimiento Circular - o D. Figueroa 



Vectores unitarios 
polares 



Vectores unitarios 
cartesianos 

r = cos Gi + senOy 
8 = -sen fir + cos fiv 


dr 

~dt 

db_ 

dt 


= +U)fi 
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Solucidn: a) La parlfcula pane dc reposo (o)q = 0) y la 
acclcrncirtn angular cs constantc, por lo tnnto. la vclocidad 
angular al caho dc I segundo cs: 




= 2s 


A) = (do + cn - m = (4 rad/s 2 )( I s) = 4 rnd/s 
y la vclocidad lineal cn esc instantc cs: 

v = inR= (4 rad/s)(0.5 m) = 2 m/s 

b) I-a acclcrncirtn langcncial y la acclcracirtn radial son 
res peel ivamente: 

a, = nR = (4 rad/s 2 )(0.5 m) = 2 m/s 2 (cs constantc) 
a r = d) 2 R = (4 rad/s) 2 (0.5 m) = 8 m/s 2 

c) HI Angulo que forma cl vector a con la lfnca tangcncial 
cn esc instantc cs: 




8m/s- 
2 m/s 2 


0=76° 


d) Cuundn ia acclcrncifin radial (a r = (o 2 R = a 2 t 2 R) cs 
igual a la langcncial ( a, = nR). cl liempo transcurridn cstd 
dado por: 


a 2 t 2 R = cxR 



Bssmsin 



PR-5.05. Ruta semi circular dc una cucaracha 

Una cucaracha sc mueve cn una scmicircunfcrcncia dc 
radio R = 2 m. partiendo del punlo^A. y su rapidc/ 
aumenta a una raz6n constantc deKm/s?. 1 OCX'- ■■ 1 

a) <,AI cabo de cu&nto tiempo llegara al punto B7 

b) Determine cl vector vclocidad cn esc instantc. 

c) Determine cl vector acclcracion en esc instantc. 



Solucidn: a) La aceleracidn tangcncial cs constantc, y 
podemos aplicar las rclaciones dc cincmdtica rcctilfnca: 


sW=s 0 + vot+-ja,t 2 = ~a l t 2 
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placid®* cn C5C ' nslalllc CS: 

_ f nni/s 2 K2s) = 2nm/s. ?=-2rry m/s 


radial cs: 

i = 2 „2 m/s : 

° r " r 2m 
la onio. cl vcclor acclcracirin cs: 

5 = 5 , + a, = -<2n 2 i + ny) m/s 2 


RCSDUCStiV 


a) t = 2 s, 
h) v = -27iy m/s 

c) g = -{lK 2 x+ ny) m/s 2 




Tomando una cur/a a rapldcz variable 


del punto A. sc desplaza por un tramo 
AD = 30 m y luego por un tramo curvo 


g n carro pa flc 
redo dc longitud 
^ radio /? = (40//r) m. 




B 


La distancia rccorrida cn funcirtn 
del tiempo csta dada por 

s(t) = (6t + t 2 ) m 

Dondc cl tiempo t cstA dada en 
segundos. 

Halle la vclocidad v y la 
acclcracirin a del carro cn el 
punto P corrcspondicnte a 45* dc 
Angulo cn cl tramo curvo. 


S olucidn: La distancia que ha reconido cuando pasa por 

el panto P cs: 


s= All* UR = 30m + -(2/r—)m = 40m 

8 7T 


El tiempo transcurrido vicnc dado por la ccuacirin: 

s(t) = 6t + 1 2 = 40 t 2 +6t - 40 = 0 

Rtoolviendo la ccuacirin cuadrAtica cn 7, (cncmos: 

f = -|-6±>/36 + 4x40] => r = 4 s 

^ pide? del c an x) cn funcirin del tiempo cs: 

^ 5: Movtmlento Circular - © D. Figueroa 175 
















































iL\ dx dO d h ciVj 

U = — = (—)(—) = <-*>)—< — >= -TT 

dt dO dt dO tgO sen ‘ 0 


Sicnclo la velocidad angular. os--d0/dt. La vclocidad 
angular comun n lodos los puntos dc la labia cs: 

u 

d) - —scn‘0 

h 

Note quc la vclocidad angular cs maxima cn la position 
vertical dc la labia y dccrccc a ccro cn la posicion 
horizontal. 


PR-5.09. Dcrlvadas vect orioles en la rotacldn 

Sea una partfcula quc sc mueve cn una circunfcrencia dc 
radio r a rapidez constantc. Dcmucstrc quc: 

a) La dcrivada rcspccto del liempo del vector posicirtn r 
cs perpendicular al vector posici6n. 

b) La dcrivada rcspccto del liempo del vector vclocidad v 
cs unti-paralclo al vector posicitin. 

c) El m6dulo del vector acclcraci6n cs: la I = \~/r. 


Solucion: a) Como la partfcula se mueve cn una 
circunfcrencia. su disiancia al ccntro cs constantc: 

r 2 = r • r = constantc 

Dcrivando csta expresidn rcspccto al liempo: 

d -j _ _ dr dr - __dr _ 

— r* = 0 = r • — + — • r - 2r •— - 2r »v 

dt dt dt dt 

Eslo significa quc: r«F = fl y por lo tanto, el vector v 
sicinprc cs perpendicular a 7 cn cl movimiento circular. 

b) Si la partfcula se mueve a rapidez constante, entonccs: 

v 2 = v • v 7 = constantc 

Dcrivando rcspccto al liempo csta expresidn. sc ticnc: 

d 7 - dv dv _ __ dv __ _ 

— v* = 0 = v • — + —*v -2v •— = 2r*fl 

dt dt dt dt 

v»a = 0 a cs 1 a v 
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- cs perpendicular nl vector v y a su 
r l vfCinr , {, . u | u r a r. concluimos quc a debe 
perps’ 711 ,L . , } ( y; , epic cl movimiento queda 

'* e ]c \ 0 o a,,,, ‘ P n r ,ra dilucidor esias dos posibilidadcs 
[fun 1]^"’respc'oo al liempo la expresirtn: ? • ? = 0: 

^"7- -,_;.i£ + £.f-r.S + r».0 
dt dt 
dt 

T.d=-v 2 (esnegativo) 

-,5=lr 115 \cos0<0 y el rtngulo quc forman 
q 5 fj Q uC r * f^QO ( | 0S vect ores son anti-paralclns). 

j) ?cS 

( ^ b ccu aci6n anterior sc dcsprcmlc quc: 

f,a=|?M3lro.r0=lrll5lf-/) = ->' J 

ra = v 2 =, a = v 2 /r 

s la expresidn conocida dc la acclcracidn ccntrfpcta 
^movimiento circular. 


PR-5.10. Lanza la pledra y luego esconde la mano 

Un nifio hacc girar una piedra cn un cfrculo horizontal 
siiuado a una altura h = 1.6 m sobre cl suelo, por medio 
d-unacucrdade longitud R = 1.2 m. En cicrto instantc la 
cuerda sc rompe y la piedra sale disparada. golpeando cl 
mein a una disiancia horizontal d = 10 m. desde el punto 
dc salida. 

t Cuil fue la acelcracidn ccntrfpcta de la piedra mientras 
ciubacn movimiento circular? 

iCdmu se compara csta acclcracirin con la dc la 
gnvedad? 


$QlU£&n; Al romperse cl hilo, cl movimiento parubrilico 
la piedra tiene lugar en cl piano vertical, quc 
Ibnuremns x-z. Escogcmos cl origen cn cl suelo por 
debaju dc I punto dondc la piedra abandnna cl movimiento 
oriular ct,n una velocidad horizontal \q. i, y tom am os t = 
°tnc.sc momento. 

Us coordenadas dc la piedra en funcirin del tiempo son: 
x(0 = v 0x t = vot 


°* P ' 5: Uov/ mlento Circular • O D. Figuoroa 


Re spuesia: 


a) vlr 

b) aTir 

c) a = v */r 



Condiciones iniciales: 
xq = 0. zo= + h 

X'xO ~ * * * * v o. v nz — 0 
a : = ' 8 
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Solucion: a) Usarcmos los vcctorcs uniiarios polarcs 
( r, G). Como cl tnSngulo OPA cs rcctfngulo, la magnitud 
del vector dc posicidn vicnc dada por: 


cos6 = — 
D 


r = DcosO 


Sicndo D=2R cl didmclro dc la circunfcrencia. El vector 
posicidn es: 

r = DcosOr 

El vector velocidad cs: 

v = — = — (DcosOr ) = -Dsen6(^)r + DcosO(^) 
dt dt dt dt 

Como las direcciones dc los vectores unitarios polarcs no 
son consianies. sus derivadas son dislintas dc ccro: 
dO/dt = o)o y dr/dt = coqG, la expresidn anterior queda: 

v =cooD(-sen Or + cos GO) 

El m6du!o del vector velocidad es: 

I v h a)\)D^sen 2 Q+ cos 2 6 = Q)qD = 2o)qR = constanlc 

b) El vector aceleracidn viene dado por: 

d = — = -0)oD{-sen Or + cos 69) 
dt dr 


d = a)oD[-sen9—-cos6—r-senO—6 + cos6—J 
dt dt dt dt 


Tomando en cuenta que: 

dO d? - 

- = <*,. - = <000. 


do 

dt 


-0)o r 


Tenemos asf la expresidn vectorial dc la aceleraci6n: 

a = -2a)% D[cos Or + sen 69 J 
El mddulo de la aceleracidn es: 

1a h 2co£D = 4o)fiR 


184 



-^oT^T 
b) 15 


O D. Figueroa * Cap. 5: Movlml^ 0 ciKl 




lP dnda oterrlza la plodra? 

cncucntra uinnrrada al extremo de un hilo 
ijitii P' cdf “ 5 Jc longiluJ y sc Ic cJj vucllas en un piano 
Jc u" n ’ c,r ‘ 

vedi 

v a, / 


1lC3> 

VO 

4 


i 



Cuando la velocidad angular de la 
piedra alcanza el valor O) =10 
rad/s. el hilo sc rompc y esto 
ocurre en cl preciso instante en 
que forma un ingulo 9 = 36.9* 
con la vertical, como indica la 
figura. Determine la distancia d 
dondc la piedra toca el suelo. 


somoni En cl inslame cn que se rompc cl hil °* la 

plC dra uene una rapidez: 

v 0 = o)R = (1 Orad/s)(1 m) = 1 Om/s 

A partir de esc instante (f = 0) la piedra seguirl un 
movimicnto parabdlico. bajo la accidn de la gravedad. Las 
coordenadas iniciales son: 

y 0 = R+Rcos9 = lm + (lm)(coj36,9°) = 1.80 m 
Las componentes dc la velocidad inicial son: 

Vxo = v ’o cosG = (10 m/s)(ro.r 36.9°) = 8.00 m/s 
Vy 0 = v Q send = (10 m/s)(jen 36,9°) = 6,00 m/s 
La piedra tocarf cl suelo cuando y = 0, por lo tamo: 

y - yo + V y0 t +^ai 2 = 1 ,80 + 6,00t - ^9,80t 2 = 0 
Se obtiene la ccuacidn cuadrllica para el tiempo dc vuelo: 
4.90?- -6,00/-1.80 = 0 
rafees dc csta ccuacidn cuadrttica son: 

f a 6.001 36,0->• 35,3 \ 4 = +M7s 

C- A 5: Movlmlento Circular • 


Condiciones iniciales: 

iO = 0 

y o = R(l + cos9) 

v„ -v 0 cosO 
v frv = VQien 9 

a y ~ ~S 


_ 3\4=< 

9.80 j t_ =-0.25s 


. n Cln. 
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z(t) - Z/j + iQ.r+ ~a : r 2 = h -~t^t 2 


La picdra llega al piso cuando t = d. Sc dcspcja cl (tempo 
dc la prim era ecuacidn: / = <// iy> y sc suslituyc cn la 
segunda y lomando cn cucnia que cn esc instantc ; = 0: 




! 9.80m/s- 

2(1.6m) 


I7.5m/s 


La rapidez inicial dc la picdra. v 0 , cs igual a la dc su 
rotacirtn. por lo tamo, la magnitud de la acelcracidn 
centnpeta a la que fuc somclida la picdra cs: 



„ v 2 (17.5m/s)2 _ 

* t —ri^r _=255m/s ‘= 26 ^ 


PR-5.11. Acrobacla en el el re 



Un avi6n cac vcrticalmcntc cn picada con una vclocidad 
dc 900 km/h. Sc sabc que cl piloto puede soponar una 
aeclcraci6n mftxima dc valor 5g sin perder sus sentidos. 
Suponiendo que mantienc constantc la rapidez del avidn, 
t.cuan ccrca puede aproximarsc a ticrra para maniobrar, 
dando un cuarto de vuclla y recuperar su vuelo? 


Sojupidn: Si cl piloto puede soportar una accleraci6n 
centnpeta maxima, a m , es prcciso que se cumpla la 
condicidn: 

v 2 V 2 

“max £=* R?>—2- 

K a mnx 

Donde R es el radio de la media vuclla que da el avidn 
durante la maniobra. En eslc caso a m = 5g = 5(9,8 m/s 2 ) = 
49 in/s 2 y la rapidez es: 

, 0 = 900km/h = WWMOOOm/km) = 

3600s/h 

Rcemplazando estos numcros cn la expresidn anterior, 
encontramos que la menor disiancia para maniobrar cs: 


R 5 (250m f S) ~ = 1275m = 1,28km 
49m/s 2 
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0 Prue bo que este es un movlmlento circular 
n idas dc cicrta partfcula cn funcifln del ltempo 

SS^ 

x ( f ) 2 = Reason y x(t) = Rscncot 

R v mson constantcs. Dcmuestre que: 

D^^ia dc la partfcula al origen cs constantc. es 
j) L 1 , tr3 yectoria cs una circunfcrencin dc radio R. 

jLW *. f vector vclocidad. v(r) cs perpendicular al i 

i B v 


1 vector 

(,) i\ 

F ° S,Cl nipi<i <5Z l,c ,a P artfcu,a cs cons,anlc c igual a (dR. 

C) a vector acclcracion d(t) tiene como m6dulo corR y es 

“ft i 

a r(tl- 


^ 60 : *) El vector posicidn cs: 

?(t) = x(0 + y(0 = Rcosoxx + Rscncory 


5 a modulo cs. 

}(t) = yfx 2 + y 2 = 7 Rcosax) 2 + f Rscncot) 2 = R 
bjLascomponentcs cartesianas dc la vclocidad son: 
dxd 

v x = — = —(coscot) = -Rcaseniut 
dt dt 

dxd 

v y = - 7 - = — (seneix) = + Rcocoscot 
3 dt dt 

v(t) = -Rtoscncotx + Rtocoscoty 
Considcrando el producto escalar 

(Rcoscotx + Rsctx coty )»(-R oxen QXx + Rcocostoty) 
~(Rcos(ot)(-Rcosencot) + (Rsenax)( Rcocoscot) = 0 
C‘>mo r(t)»v(t) =0, luego \<(t) cs perpendicular a r(t). 
c| El m<Wu, ° dc la vclocidad es: 


cos 2 ox + stn 2 cot = I 



La traxcctoria es una 
circunferencia dc radio R 


( 1 ) I - yjv 2 + v j - R(o\lcos 2 cot + sen 2 cot - Rco 
‘nalmente, para la acclcracidn lenemos: 
Movlmlento Circular -© D. Figueroa 
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a x - - — (-Roixciiax) ~ -Ra ) 2 cosax 

dt dt 

n v = = — (+/?aja>jf(jr) = -Ru) 2 senax 

dt dt 

o(t) = -Rci) 2 cos (a.x - Rco 2 scn(tXy = -<i) 2 r( t) 

Es dccir, cl vector d(t) ticnc scnlido opucsto a r(t). El 
modulo dc la acclcracidn es: 

\a(t)\-Q) 2 \T(t)]=(D 2 R = v 2 /R 

Que coincide con la fdrmula dc la acclcracidn ccntripcta. 


_ ^ 

<*> 3(0 

Iflf/j I-v 2 /fl 




Estc 


es un 


PBi5 .13. Aceleracldn en cl parque dc dlverslones 

Un nino dcscicndc en un carrilo por una pista dc un 
parque dc divcrsioncs y pasa por un punto P dondc cl 
radio dc curvatura es R = 5 m. 

En esc instante la rapidez del carrilo es 2 m/s y sc esta 
incrcmentando a razdn dc 0.6 m/s cada segundo. ^CuSl 
es la accleracidn del carrilo en esc punto? 



Solucldn: La componcntc radial dc la acclcraci6n 
depende dc la rapidez instanulnca y del radio dc curvature 
de la traycctoria en esc punto: 

a r - \~/R - (2 m/s) 2 /(5m) = 0.8 m/s 2 

La component langencial dc la acclcraci6n es el cambio 
en la rapidez: 

a t = d\ v I /dt = 0,6 m/s 2 

Por lo tanto cl vector acelcracidn es: 

a = d r + oq = (0,8f + O.60J m/s 2 

Siendo fun vector unilario apuntando radialmente hacia 
el cenlro y 6 un vector unitario tangente a la traycctoria 
en el punto P. El m6dulo dc la accleracirin es: 

I d \= ija? + af = t/o,8 2 +0,6 2 = 1 m/s 2 
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quo anltn dc lo ruedn do una blclcleta 

eB^ dcsplaza a vclncidad constante y desdc cl ] 

U" a hieiC dTla fUC ‘ l3 ,rascra “ dcsprcndc un rcda/ ° dc 


Despurfs tie cstar en el aire. el 
harm vuclvc a caer sobre el 
mismo punto dc la rueda. ( '.CuAI es 
la vcloadad de la biciclcta? 



. La componcntc vertical dc la vclocidad del 
magnitud igual a la dc los puntos dc la 
barT fcria dc la rueda. v 0y = v, =ojR. En dircccidn 
^ la posicidn dc llcgada es igual a la dc salida: 


y{t)=yo + v Oy r — 2 gt ‘ 


0 = 0+vit-^gt 2 


Despejando. encontramos el tiempo dc vuclo: r = 2v,/g 
Si la biciclcta rueda sin deslizar. en la dircccidn horizontal 
1 j vclocidad del barro es igual a la de treslacidn de la 
biciclcta ( v 0x =»*/)• La distancia horizontal rcconida es: 


x = vit = 2roiR (con n = 1) 


v,(^> = 2 XR 


Por lo tanto. la vclocidad dc la biciclcta es: 


I = JkRs = *J;r(0,4in)(9.80m/s 2 ) = yfitRs = 3.51 m/s 


PR-5.15. Rapidez angular y rapidez lineal constante. 

Una partfcula se mueve en un camino circular dc radio R 
con una rapidez angular constante. = dQ/dt, dondc 0 es 
d Angulo entre cl vector posicirtn. f, respccto al punto O 
y d eje x, segdn cl dibujo mostrado. 

Determine la vclocidad y demucstrc que la partfcula sc 
muc\c con una rapidez constante respccto al punto O. 
Determine la nceleracirtn dc la partfcula. 


5: Uovlmlento Circular - O D. Figueroa 


Rcapueato: 


v/ = = 3,5lm/s | 
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PE-5.05 . Clclo do secado do una lavadorn 

Cl periodo tic roiacirtn dc una lavadora duramc cl secado 
dc la ropa cs 7 Si queremos aumcniar nl tlohlc la 
acclcracidn ccnlripcia de la ropa cn sii interior. el nuevo 
penodo dc rotncidn debe scr. 


a) 27 h)v'2 7 0 7/2 d> 7M 


c) 77 v2 


PE-5.06 . Choquc do trcncs 

En una pista circular, dos trcncs dc juguctc Ay B. parlcn 
simultdneamente del mismo punto. y cn scnlidns 
contraries. 



_ 


,S? -Ti / 


\ 



?5v \ 

1) \ 

xV C 


Y v 


—A 


Las 


vclucidadcs anpula,., . 

Irenes = 

<011= ‘in/1 IK) rad/,. /A| 

cuanlniiempoclmcarln? d: 


PE-5.07 . Movimiento en esplral a rapidez constante 

Un bloque atado a una cucrda sc liacc girar sobre una 
mesa horizontal a rapidez constante. siguiendo una 
traycctoria en espiral. Podemos aseguror que: 

a) La acclcracidn del bloque cs siempre nula. 

b) La magnitud de su acclcracidn cs constante y no nula. 

c) La acclcracion disminuyc conlinuamente cn magnitud. 

d) La acclcracidn aumenta conlinuamente cn magnitud. 

e) La magnitud dc su acclcracidn a vcccs aumenta y a 
veces disminuyc. 


n) 20 s 
h) 30 s 

c) 45 s 

d) 60s 

c) 100 s 



PE-5.08 . En la poslcldn mas alta del columplo 

Una nina sc cncucntra cn un columpio oscilando cn 
movimiento pendular. /.Cual de las dircccioncs mostradas 
corrcspondc a la del vector acclcracidn cuando la nina 
llega a la posicidn extrema (punto 1)7 

d) D 


a) A 


b) B 


c )C 


c)E 




h h 
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g En to P°* lc,6n ln,crmodln del colum P'° 

nC ucntra cn un columpio oscilando cn 
5t ,i„i ir ;Cual dc las dircccioncs mostradas 
1 tii‘ n,oP - ■ 




( vtin' L 


11 del vector acclcracidn cuando la nina va 
...rrr*r ,nJC J j,.;*, intermedia dc su irayccinria cn cl 

P° r ,. 7 

b)B c)C d,D C,E 

4) A 




En to poslcldn mAs ba/a del columpio 


JaJ dircccioncs mostradas corresponde a la del 
. fujl ^ clcra cidn cuando la nina va pasando por la 
,fC -°dn bnja de su traycctoria cn cl columpio (punto 

31? 


a) A 


b) B 


cl C 


d)D 


c) E 



pE-5.11 • Conversion entre rotacldn y traslaclon 

El sistema mostrado permitc transformar cl movimiento 
jfvaiven de un pistdn cn movimiento de rotacidn de un 
cigucfial. y viccversa. Si cl ciguenal realiza 1800 
rrvoluciones por minuto. la rapidez media del piston que 
ticne una carrcra L- 6 cm cs: 



a) 180 cm/s 
il) 1200 cm/s 


b) 360 cm/s 

c) 1800 m/s 


c) 720 cm/s 


PE-5.12 . Acoplamlento de engranales 

Cada vcz que la rueda dentada pc que da. ubicada a la 
izquierda da 12 vucltas, el numero de vucllas que 
complcta la rueda dentada de la derecha cs.. 


a) 9, 


b) 6, 


c) 5. 


d) 4. 


e) 3 
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La solucidn ncgativa sc dcscana porque correspondent a 
un lanzarmcnio dc la picdra desde cl sucto. Para cl 
liempo u = +1.47s. In disiancia horizontal d recomda 
por la picdra cs: 

d = x - x r = v x Qt - RsrnO = vp cosOi - RsenO 
d = (10.0m/s)(cm 36,9° )( 1,47s) - (1 m)sr/i 36.9° = 11.2m 

EBbSilL Gofas quo se desprenden dc un paraguas 


Una paraguas dc radio R = 0.5 m sc hacc cirar con su 
horde cn un piano vertical, con una rapidez angular co = 
3.0 rad/s. El centre del cfrculo se cncucntra a una altura h 
- 1.0 m sobre cl piso. Una gota de agua sc desprende cn 
cl punto A que ticnc una posicirtn angular 0 = 53.1 
rcspccto a la vertical. Determine la posicitfn del punto B 
dondc pega la gota contra el piso. 



1 ” --. 3 


Solucldn: El m6dulo de la vclocidad con que sale la 
gota, despuds dc estar sometida al movimiento circular es: 


v 0 = ciiR = (3rad/s)(0,5m) = 1,5m/s 


Tomando ejes dc coordcnadas con origen en el suelo y 


1,6 

->(m) 

■N. A 

debajo del centro del cfrculo. las condiciones inicialcs 


if 12 

/ U a 

-0 VKTcT 

para cl movimiento vertical son: 





-I I 

. 

/ \ 

: y \ 

^ \ 

: \ 

V0 = k + RCOS0 . VQy = \'o sen & 


V 0,8 

La posicidn vertical despuds de un tiempo / es: 

i 

0,4 

y( 0 = .Vo + v y0 t -^gl 2 =( It + Rcos 0) - v 0 sen 0t-^gt 2 

Cuando la gota llega al suelo, y = 0 , por lo tanto: 


i . . . . 

, b\*w 

~ 

0.5 1 

C) 0.5 1.0 


0 = (H-0.5cos53,l 0 )-1.5ie/i53.l 0 /-^(9.80)r 2 


4,90/ 2 + 1.20/-1.60 = 0 

_ -l,201^1,44 + 4(1,30)(4,90) 

2(4.90) 


4 = 0,407 s 
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,tl total cs: 


y |lO n/0,,,a 

f.l fC ‘' 1 ' x(tf - Rwn 0 + v 'o cor Or 

cn 53l o 4-1.5cos53.1°(0.406) = ft.766ni 

t'O- s 


Wfl/o on Unco recta y tleno vclocidad angular 


, caff 1 ’ 
loc<*l 3d 
pona ‘1^ ' 
sOJic' 3 I*? 

-Coil c5 ,a 

' ilo dc obSwi • — — 

c s la acelcracion angular del carro? 

b) < Cu3 


que sc dcsplaza cn una carrctcra recta con 
tin carr ° |j (ica | constantc. v. cs observado por una 
vf loCida ^ ubicada enrrcntc dc la carrctcra a una 

-ia perpendicular D 

Jl ‘ |l,1 \i -s la vclocidad angular del carro cn tdrminos del 

, dc observacidn O'? 


Reapueata: 


x = 0,766m 


nr 



cloni a > En c * ,nslan,c cn 9 UC c * carro csta cn una 
^^nangular 0. podemos dcscomponcr el vector 
^cidad cn sus componcntcs paralela. v r . y 
^endicular. ip. al vector dc posicidn, 7. rcspccto del 

^strvador O. 

v = v r ?+ vgO = vsen 0? + v cos 68 

Lacomponente \’o es la velocidad tangcncial instanldnca 
(or) y por lo tanto. tenemos: 

v cos 0 = (Or = (O( ) 

cos 6 

Despejando la vclocidad angular, tenemos: 


co - ( ~)cos 2 0 rad/s 

b)La acelcracidn angular del carro es: 

„_dco_ d / vcos 2 0 , ,, v , 

dt dt D D dt 

Reempla/ando la expresirtn dc co = dQ/dt, sc obticnc la 
acelcraci6n angular (cn rad/s-) cn funeitSn dc 0. 


0 ~icosOsen 0( ^ ) = -2 () 2 car* Oxen 0 




r* 




Vo 


V»\ 


"0 


flggpwg gta: 
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a) cu = (—)cos~ 0 

b) a = -2(—) 2 co5* ? OsenO 

_ D _ 
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PR-5.19. iCudl cs In traycctoria dc In hormlga? 

Una harm pirn a vclocidad angular constants (o 0 . rcspccto 
del punto fijo 0. al misnio liempo una hormiga cammn 
hacia cl extremo libre a vclocidad v„ rclativa a la barra. 
Determine: 

a) La vclocidad y la acclcracidn dc la hormiga. 
h) La traycctoria dc la hormiga. 


Solucion: En coordcnadas polarcs [r.6) el vector dc 
posici6n dc la hormiga cs: r(t)~ r(t)r(t). Siendo r(t) un 
vector unitario radial. Dcrivando obtenemos: 

- dr( t) dr . dr 
v(t) =—~= r —+ r— 
dt dt dr 

Recordemos que: 

dr dr - dB 

Tr v °• 7, = ^ e - v 7=^ 

Per lo tanto. cl vector vclocidad cs: 

v - r(i)QO+ vgr 

La velocidad de la hormiga ticnc una componentc radial 
\'0 y una componentc langcncial ru)Q. La acclcraci6n sc 
obticne dcrivando el vector vclocidad: 


dvd - . dr - dG dr 

: — = —(r(OoO+\'or) = CO0—6+ rCOQ — +v 0 — 
dt dt dt dt dt 


Note que coq y v 0 son constantes. Sustituyendo las 
expresiones para las derivadas. obtenemos la acelcracidn: 

a = 0)o(\’o)d+ rO)o(—0)Qr)+ vqIcDqO) - 2o)qVq 6- rco^r 

b) Para hallar la traycctoria dc la hormiga, primero 
integramos la expresidn para la velocidad lineal, 
vg-dr/dt , obteniendo: 




\ dr = v 0 dt 

J m J o 


r-iD = v 0 t 


(I) 


Similannente, a paitirdc Ci)q =d9/dt , obtenemos: 
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Traycctoria en espiral 
de hi hnrmiRO 
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J ’»■1: 

J Ot) 


,m ,c r ° y e ni'empo dc las ccuacioncs (1) y (2). 


ajfldi => 0-6f)=0)ot (2) 

son las coordcnadas inicialcs. Finalmentc. 


po' 

c lin’ inl 


,otno s 


-m = —-IO-Oa> 

0)() 


Esi3 


cc uac 


idn 


• r(6) = oO-r b. corrcspondc a una espiral. 


E 


Halle la traycctoria y los radios de curvatura 


Una p al 


En 


Bcaputtsta: 


a) v = rco n d+ Vflf 

a-(2(i)Q\ n )b-(r(al)r 

h) r-rt) = — (O-Bq) 

_ o*n _ 


n fcula sc mueve en cl piano x-y con una vclocidad: 
v(x) = 2.t + .tv m/s 

insiante inicial la partfcula cstd en cl origen de 
-lcnadas (x = )' = 0)* 

Tncicnmni; la ccuac.6n dc la iraycctona. 

H lie la acclcracirin ccntn'pcta en funcidn dc x y de 
b) . ra dio de curvatura dc la traycctoria. 


c) Verifique que la expresirin para 
cl radio dc curvatura ohicnido en 
la pane (b) coincide con la que se 
obticne aplicando directamcntc la 
fdrmula conocida dc gcometria: 


SolUCjom a) Cada coordcnada se obticne integrando por 
separado la corrcspondicntc componentc de la vclocidad: 

x-xq= I dx- J v xdt- J 2dt=2t => x = 2t (1) 
J .t o J o J o 

v -\ 0 = I dx = I v v dt= I .t dt- I 2tdt-t 2 

J yd J 0 ' J 0 J 0 

=> V = f 2 (2) 

Despejando cl ticnipo dc la He. 1 y sustituydndolo en la 
Ec. 2, sc obtienc la ccuacidn de la traycctoria: 

y( x) = t 2 = x 2 /4 

b) El mtSdulo del vector vclocidad cs: 

I v 1= % /v| -4- = V 2 2 + .r 2 

El m6dulo dc la acelcracirin cs: 

U,l= = 1 ^r(2x + 2ri)\ = 2 

_ _ at dt dt 


I 


d-y/dx - 


R [l + (dy/dx) 2 l 3/2 


Condiciones inicialcs: 

Xq — 0 
>o=0 


° ap ‘ 5; Mov lrnlento Circular - © D. Figueroa 


189 






























La acclcracirtn Ticnc dos components: « = « r + fj,. La 
acclcracidn tangcncinl cs: 


dt dt' > dt yj<i + .T’ 


E! radio dc curvatura cslA rclacionndo con la componcntc 
radial dc la acclcracidn: 


/? = —= 


'ja 2 -ar 


(3) 


Rcemplazando las cxprcsioncs dc I v I ,151 y a, en csta 
ecuaci6n, sc obticnc cl radio dc curvatura cn funcitin dc .v: 


R(.x) 


Iv P 4 +a- 


4 + x 2 


°r % / a 2 -a} ^4-4x 2 /(4+x 2 ) 

R(x) = -(4 + x 2 ) 3 ' 2 
4 

El radio de curvatura aumenta con a- y su mcnor valor cs 
R - 2m en a = 0. 

c) Suslituyendo las dcrivadas dc \f x)\ 

y(x)-x 2 /4 dy/dx-x/2 d 2 y/dx 2 = 1/2 

En la fdrmula dada, se obticnc la misma cxprcsidn para cl 
radio dc curvatura: 


R JJ±ixf 2 W 2 _ = L 23/2 

1/2 4 


PR-5.21 . Traslacldn se convlerte en rotacldn 

En cl motor de un autom6vil, mcdianlc una bicla se 
transforma el movimicnto lineal dc vaivdn dc un pist6n cn 
movimiento de rotaci6n dc un cigdcnal. 



i -i ot^i r—- - 
K 1 2 > i 


floritti tt 


a) y(x) = ~x 2 

b) R(x) = ±(4+x 2 )*' 2 



Suponga quc cn cl diagram 
mostrado sc ticncn los valorcs: 

CM = 3 cm, AP = 6ctn 
0 ) = 3600 r.p.m. 

Halle lu ccuacidn dc movimicnto 
del pisirin, si cn cl insiantc imcul 
0 = 0 *. 
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un instoolc cualquicra. cl radio OA del 
En !!" wtilo Ocon la horizontal Aplicando j 
fjfv 1 f °£! c„scro> ..I Iriinguln OAF. Icnernm; 

( ] if' 1 ' 1,1:1 , ,- 

-^,2 ~q}>- + OA~ - 20POAemp 

t quc cm# = senO. y quc la coordenada 
1^° pY 5 T= 'OF tenemos: 

***** 

= x : + 3* -2x(3)sen0 

x 2 _ bxscnO-ll = 0 

RfS nlv«endoUccuac.dncuadrttica: 

x(0) = -(6irn 0 ± >/ 36 sen 2 0 +1 OR 1 
x (0)= 3trnQ+ V9jrn 2 0+27 

i ya que • 



Pescuestai 


ha dcscartado la solucidn negativa ya que j 
(a valorcs negativos dc a. Tomando cn cuenta la | x(on) 
entre cl Angulo 0 y la vclocidad angular constante j 
^ -^1. tenemos Hnalmcntc a cn funci6n dd tiempo: j [7 

x (t) = 3(Jenoi + -J sen 2 ox + 3) (cm.) j / 

I A — 

Stcndo la vclocidad angular. d = 3600 rpm = 120a: rad/s. j '■ 

i 2r- 

Se observ’a quc cl pist6n se dcsplaza horizontalmente con j ^ u)T(rad) 

un movimicnto peri6dico (no amuSmco simple) que va j - ---_ 

desde la posici6n a = 3 cm (para lx = 3 rJ 2 + 2 nx) hasta x 0 1 2 *4 6 S 10 

= 9 cm (para ox = k/ 2 + 2 mi). 



PR-5.22. Los puntos de una rueda slguen una cicloide 

a) Dcmuestrc que los puntos de la penferia de una rueda | 
quc se dcsplaza a vclocidad constante sin resbalar. siguen | 


| a = R( 6 -sen 6 ) 


una traycctoria cicloidal. 


L v 


y = R(l-cosd) 



Cap ' 5: Movimiento Circular - C D. Figueroa 


I Donde R cs el radio dc la rueda . 

| e = ox, y o la vclocidad angular. 

b) Dcmuestrc quc la accleraci6n 
de la parttcula ucne un mddulo 
constante. 
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SQluclda: Inicinlmcnic cl punio P de la mcda csiA cn 
conlacio con cl suclo cn cl origcn O Dcspuis quc la mala 
ha roJado cn un Angulo 9. cl punio dc apoyo csiA cn l v . 
Micntras tamo la mcda sc ha dcsplazado una disiancia: 

d = Longitud dc nreo PP' = R0 

Por lo lanto. las coordcnadas (,\,y) del punio P son 
rcspcctivamentc. 

V = d - Rsen 8 = R( 6 - sen 9 ) 

v = R- RcosQ)- R( 1-cosO) 

bl Dcrivando esias expresioncs rcspccio al liempo sc 
oblienen las componenies dc la vclocidad dc la pan feu I a 
P 


dx d d9 

v.i = -— =— R(6- scn6) = R( I-cosG)-— = Rw( I -cosO) 
dt dt dt 

'• v = - 7 - = - 7 -R( 1 -cos9) = Rsen0— = Raiscn0 
dt di dt 


Dcrivando las velocidadcs rcspccio al liempo sc oblienen 
las componenies dc la acclcracion: 

a x - = — Rco( J -cosG) - Raise 11 9— = Ra) 2 sen6 

dt dt dt 

d\\ d dG 

ci\ =-= — RcjscnG = RcocosO—= Ra)~cosO 

dt dt dt 


El m 6 dulo del vector aceleraci 6 n cs: 


I a 1= tJoj -r al = yj(Rci)-sen9)~ + (Rco 2 cos9) 2 - R(o 2 
El Angulo 0 que forma el vector a con la venical cs: 
Rci) 2 senO 


flv R(O 2 cos0 


- irO 


0=0 


Inicialmente cuando 0 = 0°, el vcclor d apunla hacia 
arriba. Cuando 9 = 180° cl vector d punta hacia ubajo. Es 
decir. la aceleaci 6 n d es dc magnitud consiante y siempre 
apunla hacia el cenlro de la rueda. 



Respuesti: 


\d h= Ro) 2 = cons tan te 
El Angulo insianldneo quc 
forma con cl eje y cs 0 = 0 
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VERIFICA TU COMPRENSION 


, £ne imovlmlonlo circular.... 

^ vclocidad pcrmnnccc constanic si cl 

jl pJ ' e f0 c $ unif< ,rrnc 

^ Jc j, acclcracion radial cs v?/R. sdlo si cl 
MfJ^ncncrapide/. constanic. 

‘ rt ifn ,cn ' j e Jcsplazarsc alrcdcdor dc una curva sin 

\{l 

acclcracion jamAs puede llcgar a scr paralclo 

$£****■ 
r.f 
rM 


acclcracion cs sicmprc paralclo a la Ifnca 

vfcior 


ficelcraddn centrfpeta on un carrvsel 

wieltas p*»r mmulo debe dar un carruscl de 2.28 


,f uinU ji > o ’*p jr3 quc la acclcracion ccnirfpcta sobre los 
n J * *1 Jniiad dc la acclcracion dc la gravedad? 

oik* 




bl 7 


c) 9 


d) 12 


c) 14 



pE-5.03. Hay que respetar el Kmlte de velocldad 

Lccanocnira cn una curva circular dc radio 45 m. Si las 
JrJis p^jen lolcrar una acclcracidn transversal mixima 
5 m / s 2 s j n rcsbalar. ( .cuAl cs la mAxima rapidcz 

pcrmisiblc? 


a) 54 km/h 
J) 120 km/h 


b) 72 km/h 

c) 180 km/h 


c) 80 km/h 


PE-5.04 . Trayectorla que seguird a la sallda del canal 

Sobre una mesa horizontal sc cncuentra una pista cn 
f-xmadc un segmenin dc circunfcrcncia (ver figura). Si sc 
lifua una esferila cn cl punio P, <.cuAl dc los caminos 
oHMindos scguirA la esferila cn la mesa horizontal al 
d'indimar cl canal? 


u) A 


b) B 


c)C 
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PE-5.05 . Clclo do secado do una lavadorn 

Cl pcnodo dc rotaciAn dc una lavailora durante cl sccndo 
dc la ropa cs 7 Si queremos aumentar al doblc la 
accIcraciiSn ccntripeta dc la ropa cn su interior, c! nuevo 
pcnodo dc rotnci^n debe scr. 

al 27 bl 41 7 c) 7/2 d) 7/4 c) Ti 41 


PE-5.06 . Cheque do trcncs 

En una pista circular, dos Irenes dc juguctc A v 13. panen 
simultdneamcnte del mismo punlo. y cn sentidns 
contrarios. 



PE-5.07 . Movimiento en esplral a rapldez constante 

Un bloque alado a una cucrdn sc hacc girar sobre una 
mesa horizontal a rapidez conslanie. siguiendo una 
traycctoria cn cspiral. Podemos asegurar que: 

a) La acelcracion del bloque cs siempre nula. 

b) La magnitud de su acelcracion cs constante y no nula. 

c) La acelcracion disminuyc continuamente cn magnitud. 

d) La accleraci6n aumenla continuamente cn magnitud. 

e) La magnitud de su accleraci6n a vcccs aumenta y a 
veccs disminuve. 


Las vclocidadcs anmih, 

"« = 4Ft/|(Kl raJ/ 

culi.lniicn,p (1 cli, Katln? " ,0 * 


a) 20 s 

b) 30 s 

c) 45 s 

d) 60 s 
c) 100 s 


PE-5.08 . En la poslclon mas alta del columplo 

Una nina sc cncucntra en un columpio oscilando en 
movimiento pendular. <.Cual de las dircccioncs mosiradas 
eorrespondc a la del vector acelcracion cuando la nina 
llega a la posici6n extrema (punto 1)7 


a) A 


b)B 


c)C 


d)D 


c)E 
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Qg En m p° olcl(in l nlcrmodln do1 columplo 

cncucntra cn un columpio me 11 an do cn 


pn 3 nlfi3 |o p C ndulnr. <Cual dc las dircccioncs mosiradas 
j a |a del vector acelcracion cuando la nina va 
sf tt'# aou h posien'm intermedia dc su traycctoria cn cl 

b)D c)C d > D dE 

j)A 


g.5 10. Bn la poslcldn mds ta/a del columpio 

dc la* dircccioncs mosiradas eorrespondc a la del 
C “ jce |cracK'»n cuando la nina va pasando por la 
< r mds baja dc su traycctoria cn cl columpio (punto 





sector 


pest. 

))? 


ciAn 


a) A 


bin 


c)C 


d) D 


c)E 


g^-5.11 . Conversldn entre rotacldn y traslacI6n 

El sistema mostrado permite transformar cl movimiento 
d* vaivln de un pistbn cn movimiento dc rotacidn dc un 
ciciicfial. y viceversa. Si cl cigucnal realiza 1800 
rcvolucioncs por minuto, la rapidez media del piston que 
licne una carrcra L- 6 cm cs: 



a) 180 cm/s 
d) 1200 cm/s 


b) 360 cm/s 

c) 1800 m/s 


c) 720 cm/s 



PE-5,12 . Acoplamlento de engranajes 

Cada vcz que la rueda dentada pequcfia. ubicada a la 
izquierda da 12 vuellas. el numcro de vucltas que 
complcta la rueda dentada de la derecha es.. 


a) 9. 


b) 6, 


0 5. 


d) 4, 


0 3 
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PE-5.13 . Transmlsldn dc movlmlcntos cn la blclclcta 

Cuando sc pcdalca una biciclctn, cl movimicnlo dc 
rotacirin dc la rucda dcninda A sc iransnutc por una 
cadcna a la rucda dcnlada m.ls pcqucna. B. la dial a su 
vcz cstd unida a la rucda irascra C La relation cnlre las 
vclocidadcs lincalcs y aneulares dc los punlos cn la 
pcrifcna dc cada una dc las rucdas cs: 

a) v* = \'n < vc (b\ = Mu < (tic 

h) y a > \ fl = v c (ti A > (tin = (ti C 

c) »vi = vp > vc Wa = l0 n > 

d) = \'u < \'c (0 A < (tip, = (tic 

C) < Vf, = V C (ti A < (tip = (ti C 


PE-5.14 . Apllcando los frcnos cn una curva 

Un automrivil describe una curva cn cl sentido indicado y 
cl conductor aplica los frenos. ( *,cudl dc los vcctorcs j 
reprcscnla mejor la direction del vector accleracion cn esc | 
mornento? 


a) A. 


b) B. 


c)C. 


d) D. 


c) E 


PE-5.15 . Pelota bajando por una plsta circular 

Una pelota se suclta desdc In alto dc una pista circular. A 
medida que la pelota va dcsccndiendo, su accleraci6n... 


a) Disminuye b) Aumenta 


c) Es constants 



PE-5.16 . Dlstancla entre surcos dc un disco de muslca 

Un disco LP (dc los que se usaban antes de los CD.s) gira 
a 33 1 /: rpm y tarda 24 minutos cn tocar loda la musica 
grabada. Si la zona dc grabacidn va desde un radio 
interior rj = 7 cm hasta un radio exterior o=15 cm, /.cudl 
cs la distancia media entre los surcos del disco? 


a) I mm. 
d) 0,05 mm. 


b) 0,5 mm. 
e) 0.01 mm 


c) 0,1 mm. 
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. - . Cu di cs la vclocidad cn esc Inst ante 7 

j cU j 0 sc csta moviendo cn una circunfcrcncia dc 
tlnJP ir 1 <; nl L .| piano tv con ccntro cn cl origen. fin 
t* 1 ' 0 ; nIC su accleracion cs: a = M.t + 6yJm/s 2 y su 

»P on,a c " dirccci<5n + ' 

1 , ,..; r UU c. cn esc instantc su vclocidad: 

p 0 dctfos ueu ■ 


„,rS.Uilo a/6 m/s y csta disminuyendo. 

.,Ticnc niooui 

- . n e modulo 4 m/s y esta aumentando. 

^Ticnc niddulo 3 in/s y csta disminuyendo. 

^ T | ene m 6dulo 6 m/s y esta aumentando. 

modulo V12 m/s y csta disminuyendo. 

T icn 4 - 


pgjjjj}. Moncda rotando alredcdor dc otra moneda 


Scandos monedas iguales. la F permancce fija y la M sc 
ueve rodando sobre la fija. ^En que posicion M’ 
jparecera la moneda movil cuando haya dado media 
vuelta cn tomo a F? 

7 1 

* TV / ; 

M\ p / 7 M' 

(a) (b) (c) (d) 



PE-5.19 . Hormlga dando vueltas cn esplral 

Una hnrmiga sc cncucnlra cn cl ccntro dc un disco dc 
□din R = 15 an que esn\ girando a una vclocidad angular 
d: 16 rpm. La hormiga empie/a a cuminar a vclocidad 
consume cn la Ifnca radial directamcntc hacia un puntu 
dc la periferia del disco y cuando llega a esc punlo ha 
completado4 vueltas en espiral. {.Ciidl era la vclocidad v 
d« h hormiga? 

*) v - 0,1 cm/s, b) v = 0,5 cm/s, c) v = 1,0 cm/s, 

d,v = 2,()cm/s, c)v = 4.0 cm/s 
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PEl5a20. La hormiga tale desprendida del disco 

Una hormiga cstd cn un disco dc radio R cuyo piano cs 
horizontal, a una distancia R/2 do su ccniro El disco 
cmpicza a girar y cuando la vclocidad angular cs o) = 1 
rail/s. la hormiga sale dcsli/dndosc sin ro/amicnio por la 
supcrficic del disco ( AI caho dc cudnlo tiempo saldrd 
dcspcihda del ill w*>‘* 

at 1.0 s. b ) >l2 s, c) 2>/3 s. d)V?/2s. c) \3 s 




rlNEMATICA RELATIVA 


CAP. 5: RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS 



a 1 b 

c 

d 

e 

5.01 




y 


5.03 

/ 





5.05 





y 

5.07 




y 


5.09 


V 




5.11 


y 




5.13 




y 


5.15 

J 





5.17 



y 



5.19 



y 





a 

b 

c 

d 

e 

5.02 





✓ 

5.04 


y 




5.06 

y 





5.08 



y 



5.10 

y 





5.12 




y 


5.14 





y 

5.16 



y 



5.18 




y 


5.20 





y 
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cC ho hincapi^ en q uc c * movimicnio cs un conccpio rclativo y por lo lanto, siempre debe 
^fcriil 0 a un marc0 rc ^ crcnc ' a particular, sclcccionado por cl observador. Un objeto 
^ crcf Jcterniinado tipo de movimicnto segun un observador. y otro lipo dc movimicnio 
1*^ otro obs crval ^ or ‘ ^ ot *° cs cucsl > (M1 del niarco de rcfcrcncia desde cl cual sc Ic mire. Es 
^"finite sah cr c ^mo cstan rclacionadas las vclocidades y accleracioncs medidas por 
jdercs que cslin ubicados cn dislinlos marens dc rcfcrcncia. En cste capitulo analizarcmos 
^osencillo del movimicnio visto desde dos observadorcs que sc trusladun uno con rcspccto 
1 ^con movimicnio reclilinco uniformc y dclcrminarcmos las rcglas que rclacionan esias dos 
-npcioncs (Transfonnacioncs dc Galileo). El caso cn que los observadorcs giran uno con 
" 1 n | mro scri considerado cn la unidad 2 dc Dindmica. 


sit«cu> 


O D. Figueroa Cap. 5: Uovlmlento Clrto* 


En esta capitulo Ud. ancontrari aspectos reloclonados con: 

• Dos marcos dc rcfcrcncia cn iranslacidn rclaliva 
•Posicidn rclaliva 

•Vclocidad rclaliva 

• Acclcracitin relaliva 
•Transfornvacirtn galilcana 


* Clnemdtlca Relatlva • CD. Figueroa 
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PRINCIPIOS FUNDa me^ 


DOS MARCOS DE REFERENCIA 


Las ccuacioncs dc cincmAtica quc hcmos cstudiado cn los 
icmas antcrinrcs dcscribcn como sc ohscrva cl 
movimicnio dc una particula cuando cl origcn del marco 
dc rcfcrcncia cs un punto fijo en cl cspacio. 



Queremos ahnra rclacionar la dcscripci6n del movimicnio 
vislo por dos distintos observadores. cl A que cstd fijo cn 
cl suclo y cl B. que se nnicvc cn una irayccloria rcctilfnca. 


POSICION RELATIVA 


Cada uno dc los observadores licnc un marco dc 
rcfcrcncia correspondicnic que esUi unido a un si sterna de 
coordenadas cartcsianas. En cl marco dc rcfcrcncia fijo 
con origcn cn cl punto O f \. cscogcmos cl sislcma (.v, v, z) 
con cl eje a orientado lo largo de la lfnca dc movimicnio 
del observador B. En cl marco dc rcfcrcncia nutvil con 
origcn cn cl punto Op. cscogcmos el sistema (x\ y\ z) 
que tenga direccioncs fijas y paralelas a las dc los ejes 
rcspcclivos. (x. y, z). Esta condicidn cs invariable debido a 
la ausencia de rotacirin relaliva entre los dos marcos de 
rcfcrcncia. 

La localizacirin dc una partfcula P rcspccto a cada uno de 
los origenes sc describe por el rcspeclivo vector posicidn: 
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rp/A= Posici6n de P rclativa a A 
rp/R = Posicirin de P rclativa a B 


© D. Figueroa - Cap. 6: ClnemMc* R ela 




,6n dc' ori £ cn ° n rcs P ccU) »1 origcn 


flj° 


Of 




= Posicion dc B rclativa a A 


l tr iingulo dc vcctorcs dc la figura. podemos 
|Cfl . nnire los vcctorcs nosicirin: 


pc a cU , ^. ac i6n entre los vcctorcs posicirin: 
^fibi rIa rL ‘ 


r P/A - rp//» + W/A 

La posicidn dr P mrdida por A rt 
iRual a la position dr P mrdida 
por II mat la dr H mrdida par A 


rp/A =n’/n + rn/A 


vEU 0 CIDAD RELATIVA 

s q UC cl liempo sc considcra absolulo, cs 
rc j 0 j cs j c ambos observadores csiAn 
^ C,f niemcntc sincronizados. y los tiempos medidos 

pcrrnancn a 

coincide ■ 

man do la dcrivada dc Tp/* con rcspccto al tiempo, 

obteneraos: 

d- d ~ rn + d ? n 

-rr /A =-rr /n +-n, /A 

''P/A =vp/n + ''B/A 

fe deeir: La velocidad de la parttcula relaliva a A cs 
ifual a la velocidad dc la parttcula rclativa a B mas la 
velocidad dc B rclativa a A. Sc puede extender esta regia 
acualquicr niimero dc marcos de rcfcrcncia. 

• La rclalividad del tiempo cs important cuando 
considcran velocidades ccrcanas a la de la luz. 


v P/A=vp/B + VB/A 


ACELERACION RELATIVA 

Si derivamos la velocidad rcspccto del tiempo obtenentos 
Urelacidn entre las acclcracioncs: 


d _ 


d - 


d - 


7 ' Vp/A= 7 ' Vp/ B + T t V »'* 


BP/A =«/•//! + 

^ esta relacirin sc deduce que si la velocidad dc B 
rc a tiva a A cs constante (csto cs, dp /a =0), cnlonccs: 


ap/A=ap/B+BB/A 


C| P- 6.‘ Clnemitlca Belatlva - O D. Figueroa 
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“r/A - 

Sl '«/a csconsiiM,^. 

La accleracirtn dc una panfcula es la misnia medida por 
dos obscrvadorcs que sc mueven entre sf con una 
velocidad rclaliva constantc. 

a r/A=Sp, B 

TRANSFORMACION GALILEANA 


Es de particular interns, cl caso cn que la velocidad 
relativa entre A y B. o sea vg/,\. cs constantc cn 


magnitud y direccitfn. El objeto P, observado pudicra 
cstar acclcrado. 


Si cn el instantc inicial r = 0, los marcos de referenda 
coincidcn. {rg/A- 0)- cntonccs al transcumr cl tiempo la 
position rclaliva dc sus origcncs scrA: 


h/A = vr/a* 


y la acelcracidn relativa cs cero. ug/A - 0 


Podemos escribir las rcglas dc transformacidn entre 
posiciones. velocidadcs y aceleracioncs, llamada 
Transformacion galileana*. Fue Einstein, quicn propuso 
estc nombre para diferenciarla dc la transformaci6n de 
Lorentz que debc usarsc cuando la velocidad relativa 
entre los observadores cs ccrcana a la dc la luz (teorfa dc 

Transfomiacidn galileana 


la relalividad). 

ty/A =n>/B + VB/Al 

Una caractenstica importante dc la transformacirtn 

v P/A=vp /B + v B/A 

galileana cs que los observadores miden la misma 

<*P/A ~ Up/g 

acelcracibn, es dccin 

*A = t B 

La aceleracidn de una particula pentianece invariant 
cuando se mide por dos observadores que se encuentran 
en movimiento relativo de translacion uniforme. 


Esta importante situaci6n la discutiremos en la unidad 
siguiente dc dinAmica. cn relaci6n con los marcos dc 


referenda inerciales. 
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PROBLEMAS RESUELTOS 





£n elceniro « 


n , ro comcrcial, la persona B suhe por un 
£ti ° n Ce c |^ c trica. la persona C baja por la esealer 
'** lCr * adyacente. y las personas D suhen por ui 
fitting 

c\c^ or 



Las evealeras forman igual Angulo 
de inclinacirtn, 9 = 36,9*. con e 
eje horizontal y andan a igual 
rapidez, v, = 5 m/s respccto al 
suelo. El ascensor sube a una 
velocidad v a = 6 m/s. 

a ) Segun la persona A en reposo 
respecto al suclo. ^cuAI es la 
velocidad de las personas B, C y 
D? 

b) Segun la persona B que sube 
por la escalera. ^cuil es la 
velocidad de las personas A. C y 
D? 


SQlUSl&i; a) Segun cl observador A que esti de pie en el 
juclo, las velocidadcs de las distintas personas son: 

y B = v, cosOx + v e senOy - 5cos36,9i + 5sen36.9y 

v B = (4i + 3v) m/s 



vc = v e cosOx - v e srn9y = 5cos36,9.r - 5sen36.9y 
vc = (4i-3y) m/s 


vo = +6.v m/s 

b)Segiin la observadora B que sube en reposo sobre la 
escalera, la velocidad de cada persona cs la difcrencia de 
la velocidad quo ticnc cada una dc estas en relacirtn al 
iuclo menus la propiu de B en relacii^n al suelo: 

*4 * v* - vb = 0 - vfl ss -(4i + 3y) m/s 

■ v C - - (4i - 3.v) - (4.f + 3y)» -6v m/s 

v t> 3 - V B - +6y -14 x + 3v) = (-4 x + 3y ) m/s 



Respuesta: 

a) Vfl = (4.i + 3v) m/s 
vc = (4i-3y) m/s 
vp = +6.V m/s 

b) = -<4i + 3y) m/s 
vc = -6v m/s 

vp = (-4i + 3y) m/s 


C-A 9: Cin *m4tlca Relativa • O 0. Figueroa 
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PR-6.02. La a scalar a eat A detanlda pero luego funefona 


Una persona tarda dos minutos cn bajar caminando por 
una cscalcra automAtica que sc cncucntra inmAvil. Pero 
cuando sc pone a funcionar la cscalcra. la persona tarda 
un minuto cn bajar cn reposo rcspccto a csta. t CuAnlo 
tiempo tardarfa la persona si ahora baja caminando por la 
cscalcra. que a su vcz cstA movi£ndosc hacia abajo? 


$0lU0i6lll Cuando la cscalcra estA detenida, a la persona 
Ic toma un tiempo // cn bajar su longilud total L La 
rapidez dc la persona rcspccto a la cscalcra es: 

Composition dc vclocidad', : 

v p/e ~ L/li 


Con la cscalcra estA cn movimiento. a la persona sin 
caminar sobre clla. Ic toma un tiempo cn bajar la misma 
distance L. La rapidez dc la cscalcra rcspccto al suclo es: 

persona persona 
suclo esealera Iue ,„ 

v r/j = L/f2 


Cuando la persona baja caminando cn la esealera m6vil 
con igual rapidez que cn la situaci6n anterior, su rapidez 
rcspccto al suclo es: 


v p/s sv p/e + v e/s 


Con csta rapidez, recorrerA la distancia L cn un tiempo t, 
dado por 

L_L L 


t " tj i 2 

Z = 1+1 = _L+ —= — => r = 40 s 

l t, l 2 120 60 120 

RunUStlL 

| f = 40 1 1 

PR-6.03. Sa puso a contar al numero da ascalonaa 

A 

Cuando la esealera eldctrica estA detenida, una persona 
que baja dc un piso a otro cuenla un total de 30 cscaloncs. 
Cuando la esealera se pone en marcha hacia abajo con 
vclocidad v = 1 m/s, la persona baja caminando por clla 
con la misma rapidez con respccto a la cscalcra que antes 
pero. csta vcz cuenta un total de 10 cscaloncs. i,Cu!l era 
la velocidad dc la persona respccto a la cscalcra? 




O D. Figueroa - Cap. 6: Clnamitia 


s 11 vclocidad dc l.i persona respccto a la 
C j 1 1 esealcra. cl licmpo cn rccorrer la 




(i*l w 41 




tiemp°' 


la persona avanza cn la cscalcra un tramo 


:Ut = ( 


v+ U 


-)L 


numcro dc cscaloncs que cucnta cuando la 
Si S cS l4 jetenida y es cl numcro dc cscaloncs 
‘^'V’escalera baja, cl numcro dc cscaloncs por 
cUan d°dc longdud cn ambos casos es cl mismo: 


N N' 


N' V 


porloianio: 

J£ = _JL_ => 10fv + u> = 30u 

30 v + u 


Raspuesta: 


v 



tm/s 


= 0.5 m/s 


m = v/2 = 0.5 m/s 




p fl-6.04. Unos ion de la marina, otroa da la avlacldn 


Hji un dcsfile militar, los cadetes forman una columna dc 
lungiiud L - 1,2 km, que marcha a vclocidad v* = 6 km/h. 



El comandante envla desde cl 
frente de la columna un 
motorizado que viajando cn 
contramarcha. alcanza la 
rctaguardia y luego regresa. Si el 
motorizado avanz6 cn ambas 
dircccioncs a vclocidad constantc, 
v m = 18 km/h, {.cuAnto licmpo 
dur6 su recorrido dc ida y vuelta? 


^ *• Clnamitlca Ralatlva * © 


D. Figueroa 
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SolUCltn; Duranic cl rccorndo dc idn la vclocidad del 
motor.zado rcspccto nl hatallAn dc cadcics cs: 
VJ = v m t »y # . y cl tiempo que tarda vicnc dado par: 

/. = v/// =fv m + v/Jf/ 

Durante cl rccorrido dc rrgrr.to la vclocidad del 
motori/ndo rcspccto al batallrtn dc cadcics cs: 
VJ = v m - v h , y cl tiempo que tarda vicnc dado por. 

L = \'2!2-( v m~ v b) t 2 

HI tiempo total que cstuvo cn cl camino cs la suma dc 
cstns dos tiempos. 


r e tl + t 2 = - 




L _ 2v m L 

v m ~ v b v rh ~ v b 


2OW I 2) =0|5h = 9min 
18* -6,0- 


PR-6.Q5, Al devolverse, la columna se comprime 

Unos deportistas corrctt con igual vclocidad. u = 3 m/s. 
formnndo una columna dc longitud L n . HI entrenador 
cone nl cncucnlro dc la columna a la vclocidad v- = 5 m/s. 


tl 

M ^ ^ ^ ^ 

At (A (A. (A (A (A (<v. 


Respuesta: 


-Tj- 9 mm 


El entrenador al cncontrarsc con 
cada uno dc cllos le va dando la 
orden que sc dcvuclva con la 
misma vclocidad it que Irafa. iQwi 
longitud tendril la columna cuando 
todos los deponistas hayan dado la 
vuelta? 


-Lo' 


Soluclon: El entrenador recorrc la columna complcta a 
vclocidad (v + u) y tarda un tiempo: 


A7 = 


Lp 


Durante cse tiempo la columna sc comprime cn una 
distancia total: 
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por lo tanu> 


a/= 2wAT = f ——)Lp 

^ v + II 

la longitud final dc la columna scrA; 




5-3,, ! r 

^<773^ = ^ 


Reapueata: 

FT 7 




-Lo 


^^06. iPor que hoy que Incllnar el paraguas? 

, ,as dc lluvia cacn vcrticalmcntc y un cstudiantc que 
^fna a una vclocidad de 1.5 m/s ticnc que inclinar su 
nipeuas cn 36.9* para no mojarsc. 
p p or qu<S cl cstudiantc ticnc que inclinar cl paraguas? 
b)-Con qu£ la velocidad estan caycndo las gotas? 

C ) -Si cl cstudiantc apura la marcha a 3 m/s, cuAl debe scr 
U nueva inclinacidn del paraguas para no mojarsc? 


snlucidn ; a) El paraguas debe tomar la direccitin del 
movimiento rclativo rcsultanle dc la vclocidad vcnical dc 
la lluvia y la horizontal del cstudiante. La vclocidad dc las 
gotas cn rclacitin al cstudiantc, vg/ e . cumplc la relaci6n: 

v $ — + i’r 

Siendo v. cs la velocidad (vertical) de cafda de las gotas 
dc lluvia cn relacirtn al suclo y v f cs la vclocidad 
(horizontal) del cstudiantc cn relacidn al suclo. 

b) Dc acucrdo al triAngulo forntado cn la figura. cl Angulo 
0dc indinacidn del paraguas cslA dado por: 

tgt = v> /v g 

^espejando. cncontramos la velocidad dc cafda dc las 
gotas: 

v, _ v e l,5m/s l,5m/s „ „ , 

‘~^ = w = W =2l0m/s 

cstudiantc aumenta su vclocidad a 3 m/s, cl Angulo 
J^acidn del paraguas debe scr: 


C * P ' 6: Cln *m*tlca Relative - © D. Figueroa 
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v, 3.0m/s , , 

f?P = — = —-= 1.5 

v K 2 . 0 m/s 

c= 36.3 ‘ 

Observe quc cuanto mayor sea la rapidez del csludianic. 
mayor deberA scr la inclinacidn del paraguas. 


PR-6.07. Vuelo cn vlento cruzado 

Un avirtn va cn dirccciAn hacia cl none con una vclocidad 
rcspccto del airede 240 km/h. Dc repente empieza a 
soplar un viento dc ocstc a cstc con una vclocidad dc 120 
km/h rcspccto a tierra. 

a) Determine la vclocidad del avidn rclativa a tierra. 
h) ( -.Qu£ dircccidn debe tomar el piloto para ir dcrccho 
hacia cl none? 

c) iC uAI serin entonccs su vclocidad rcspccto a ticmi? 


Solucldn; a) Si llamamos: 

v fl/v = la vclocidad del avi 6 n rclativa al viento 
v v / t = la vclocidad del viento rcspccto a tierra 
cnlonccs. lu vclocidad del avi 6 n relaliva a tierra cs: 
v a/t = V a/v + v"v/x 

El m 6 dulo del vector v u /, sc obticnc aplicando cl 
teorema dc PitAgoras al triAngulo rcclAngulo formado por 


Virnio 




j|U j del vector rcsultnntc del aviAn rcspccto a 
L“ n - obticnc aplicando PitAgoras: 
tierra. »«/' 


- = ^ 24 ° 2 ~ 1202 = 208 
»7,/»"*VWv * /f 


km/ti 


U 


direccidn 


dc la vclocidad v u /, cs. 


. 120 . 


0 = arctgf—i = arcigt^-) = 30.CTNorocste 

V,l/| -Wo 


pp.6.08. Para cruzar el rfo perpcndlcularmente 

Una cstudiantc sabc por cxpcricncia quc en un rfo cs 
enpa* dc rccorrcr una distancia doblc cuando nada a favor 
j c | a corricntc quc cuando lo hacc contra clla. cn cl 
mismo tientpo. Si desca cruzar perpendicularmente cl no 
je una orilla a la opucsta. < cn qu£ direccidn debe nadar? 


cnl jicldn: Sea v la vclocidad dc la cstudiantc respecto al 
rfo y it la del no. Cuando la cstudiante nada a favor dc la 
corrientc su rapidez es: (v + u) y cuando nada cn contra dc 
lacomente su rapidez cs: (v - u). Como sabemos que: 

(v+u) = 2(v-u) entonccs: v = 3 u 

Cuando la cstudiante nada dc una orilla a la otra dc tal 
mancra que su velocidad resultantc (v + fi), sea 
perpendicular el rfo, los ires vectores v, ft y (v + ii) 
deben formar un triAngulo rcctAngulo. Del grAfico sc 
deduce entonccs que. debe nadar con una vclocidad 


es (Fig. n): 

(Fig. a) 

vtomtanaoei anguto wcon la perpendicular: 

1 Debe nadar contra la conicntc 

Jy2 +v 2 = V240 2 + 120 2 = 268 km/h 

V n/v v/l 

Vvlt 

n u u 1 

scn0 = — = — = - =5 0-1950 

v 3 u 3 

j a un Angulo 0 = 19.5° respecto 
| a la perpcndiculur a la orilla. 


v a/t 

La dircccidn del vector v a / t cs: 

0=arcig(^-) = arc 'S(^> = 26.6°Norcstc 

>Wv 240 

b) Con el viento transversal, el piloto debe apuntar la proa 
hacia el viento para que el desplazamiento del avi 6 n 
resulte hacia el none, figura b: 

v a /t — v a /f + V v /t 
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E R-P.QQt Para cruzar el rfo con el manor arrastre 

Una cstudiante sabc por cxpcricncia quc puedc nadar cn 
un rfo a una vclocidad dos vcccs inferior a la velocidad dc 
la corrientc del rfo. Ella desea atravesar a nado un rfo dc 
anchura D = 200 m. dc mancra que la corricntc la arrastre 
no abajo la rnenor distancia posiblc. 
a) eBajo qu 6 Angulo respecto a la orilla deberA nadar? 

(.A qud distancia sc la HevarA la corrientc rfo abajo? 


Cap • 6: Cln amitlca Rclativa - © D. Figueroa 


Rcapuoata; 


a) liwil = 268 k/m a 26.6° NE 
hHv,i/rl = 208 k/m a 30° NO 



v +11 



Reapueata: . 
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Solucldn: a) Sea v la velocidad dc la csludianlc 
respecto al rio y ii la del no. Si 0 cs cl Angulo que forma 
v con la orilla y I) cl ancho del no, la csludianlc cruzarA 
csta disiancia cn un tiempo: 

T = D/vsenQ 

Tomando cn cucnta que u = 2v. cn esc tiempo ella scrA 
arrastrada cn una disiancia: 


v —(u—vcosoyr = D(- 


cosB )=D( 2-c^0 ) 


vsenO 


senO 


El valor del Angulo 0 que rcsultn cn un minima cn la 
disiancia dc arrastre. sc consigue imponiendo la condicidn 
dy/dO = 0: 

dy d D(2-cos9) _ D i ~(2-cos0)cos0 t senO) j 
d9 d6 senO sen 2 6 send 

dy _ -2cos0+cos 2 0+ sen 2 9 . _ 

d6 scn 2 9 

El Angulo buscado es: 

cos 0 = Ml =5 0 = 60° 

b) La distancia que cs arrastrada rio abajo cs: 

y = D( 2 ~ c °l e ) = 200m( 2 7 C _° 5 ” ) = 200^3 m 



senO 


scn60° 


Oespuesta: 


a) Angulo 0 = 60° con 
respecto a la orilla. 

b) y = 200>/3 m 


PR-6.10. /Para cruzar el rio en tiempo record! 

En una competencia hay que cruzar cn canoa, un rio dc 
250 m dc ancho, desdc un sitio A hasta otro sitio B, cn la 
orilla opucsta a 600 m aguas abajo. Para romper cl rdcord 
anterior la travesfa debc haccrse en dos minutos y medio. 
Sabiendo que la velocidad dc la corricntc del rio cs 3 m/s, 
determine 

a) la dirccci6n que debc llcvar la proa dc In canoa 

b) la velocidad de la canoa respecto a tierra. 




Solucldn: La velocidad rcsullantc dc la canoa respecto a 
tierra, es la suma de la velocidad dc la canoa respecto n! 
rio, mAs la velocidad del rio respecto a tierra: 



/v r 


2 250tn 
Vr 


OT3 


-600m - 


\'c/t = Vf/r + Vr/l 
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X'C/I - VcI t + Vf/I 

licnc que orientarse hacia un punto. A dc mancra 
U P"* arra strada pur la corricntc. la canoa sc dirija 
q uC alncntc al punto B. uhicado aguas abajo. Las 
cf cC,,v , c |(,s vcctorcs velocidad cumplcn la 

c omP oncntCS 
ttl3C,6n: 

niodo que cn un tiempo At (= 2.5 min) la distancia 

^omdanlol^cldrfocs: 



A, = >; /r A/ + v r /,A; 


L=L, + L 2 


Siendo: 


i 2 = v r /,A/ = (3m/s)(150s) = 450m 

El Angulo qque forma v c / r con cl eje y cs: 

Li L- Li 600m-450m _ . 

SP d d 250m 

Por lo tanto la oricntacion de la canoa es: 0 = 31.0 * 

Ademis. send = L/ /AC, dc modo que la longitud AC es: 

— Lj 150m „ 01 

send scn31 

y cl mddulo de la velocidad dc la canoa respecto del rio 



| v r /rl= AC/ At = (292 mV( 150 s) = 1.94 


m/s 


— I 


^ Angulo deberfa lanzar la Jaballna? 

Una atlda puede lanzar la jahalina a una rapidez u que cs 
5 veccs la rapidez a la cual ella puede correr. , A que 
" EU '° 6 - cn su * referenda, ella deberfa lanzar 
P dma para lograr que lenga cl mayor alcance pasiblc? 


C *A 6: ClnemAtlca Relative ■ 


Respuesta! 


a) Dircccidn: <5=31,0’ 

b) Rapidez: lv c / r l = 1,94 m/s 
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Solution; Vimos cn cl capftulo 4 quc para lograr cl 
mayor alcancc posiblc do un proycclil sc dcbc lan/.ar a un 
Angulo dc 45* scgun un observador fijo cn cl suclo. Sea n 
la vclocidad dc lanzamicnlo dc la jabalina re s pc cl o a la 
ailcia. y v„ la vclocidad (horizontal) dc la atlcia respecto 
nl suclo. Para un observador fijo cn cl suclo las 
compnncntcs horizontal y vertical dc In vclocidad dc 
lanzamicnlo son: 



V" 


v v = ii v = usenQ 


V.t 


= U x + V a = II COS 0+ *7 


jt| i ic m P < 

jatlo p<> r 


, jojnl dc movlmicnto dc la lancha. At. vicnc 


D Dm At 

At = --+- 

v-u v+a 


^ (v - uf(v + u ) = P(V + + f D+ tiAt)(v - u> 

, csafTO llar cstn expresidn y despejar At. cncontramos: 
At(v 2 -u~) = 2Dv + uArfv — ii ) 


At 


= JZ1 = Jtmoml m 750s = , 2 Smin 


' v-u (14 -6)m/s 


Inicial 

b- !>- 


laf 


fv + ni 




fv - u) 


Movimiento tie Iti lancha segtin 
un observador fijo eti tierra 


Para 0 = 45*. cstas components ticncn igual valor 


Es deeir: 


ucos6+ — = usenB 


cosO + — = senO 


Esto sc cumplc para 0 = 53.1*. 


Respucsta: 


Angulo dc lanzamicnio- 
0=53.1* 


PR-6.12. [Ou6 broma, ahora tenemos quc devolvernosl 


Dos estudiantes viajan por un rfo, cn Ifnea recta y contra 
la comente. La vclocidad de la lancha rcspccto al rfo es v 
= 14 m/s y la vclocidad del no es u = 6 m/s. 



En cicrto instantc, la cava con los 
alimentos sc cae al agua pern lo? 
estudiantes sc percatan dc ello 
despuds dc haber viajado 3 km 
aguas arriba. Si sc devudven a 
buscar la cava, determine al cabo 
dc cuAnlo liempo la alcanzarin. 
Calcule cstc tiempo cn los dos 
marcos dc referenda: 

a) El observador estA en tierra. 

b) El observador estA cn cl agua. 


Solucldn ; a) Semin un observador fiio cn tierra: Cuando 
la lancha va contra la comente licne una velocidad fv - u) 
y rccorre una distancia D. Mientras quc, si va comente 
abajo, tendrA una vclocidad fv 4- it) y la distancia 
recorrida serA mayor: (D •f it At), siendo uAt la distancia 
quc se alejd la cava respecto al lugar donde cayd. 
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vn V n observador cn cLrfo; La cava queda 
^ ncionaria en cl sitio donde cayo. mientras que la lancha 
CS njucvc a vclocidad v. La lancha rccorrcra una distancia 
/)al alcjarsc de la cava y la misma distancia. O' durante 
cl regreso. El tiempo total de movimiento de la lancha es 
j/ = 2DVv. 

\hora bicn, la distancia D ' es mayor que la distancia D 
quc viaja la lancha contra la comente rcspccto a tierra. ya 
quc cstas distancias son proportionates a las vclocidades 

rcspcciivas: 

D _ v 

D v - u 

Inicial 

1- 1>' - : -1 

15*0 -*- 

Final 

Movimiento dc la lancha segiin 
un Obsenador fijo en el rlo 

Por lo tanto, cl tiempo quc les toma llcgar a la cava scgun 
un observador arrastrado por el agua es: 


2D' 2D 2(3000m) „ 

At- - = 750s-I2.5min 

v v-it (!4-6)m/s 

ResDuestn: 

Quc coincide con cl resultado obtenido cn (a). 

| Ar= 12.5 min |i 

ER-6.13. iCuAnto tarda cl vlaje si sc Ic apaga el motor? 


Una lancha navegando a lo largo de un rfo y contra la 
comente. tarda 3 horns en ir desdc un sitio A hasta otro B. 
En cambio. cl viaje dc regreso de B a A (no abajo) lo 
nacc cn 2 horas. En ambos eases la velocidad de la lancha 
respecto al rfo es la misma. <-,CuAnio tiempo tardarfa la 
lancha si va de B a A con el motor apagado ? 


CUi,,Kl ° la lancha va con,ra la coniente su 

d unch n 0 " rCSPCC "’ “ la oriUa cs <»- «) y rccorre la 
jnstancta D cn un tiempo: 


C4P ' S: clnom dtlca Relailva. © D . Figuoroa 
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Cuando la lancha va contra la conicntc su vcloculad con j 
respecto a la orilla cs (v + u) y rccorrc la disiancia D cn I 
un liempo: 


*2 = 


D 

(v + u) 


D 

v + II = — 




Combmando cstas dos ccuacioncs, encontramos la 
vclocidad u del rfo: 


f --L )S Z ( !L-JL) 

2 t2 tj 2 tjti 


Con cl motor apagado, la lancha cs arrastrada por el no y 
rccorrcri la distancia D cn un tiempo: 


O = - = 2(-^~) = 2 ^ )(2h> = 12 horas 

11 *1 ~ l 2 3h — 2h 

fles Puest a; 

PR-6.14. Por la dlreccldn dc la bandera se calcula In 
vclocidad del viento. 


Un barco sc dcsplaza en Ifnca recta cn aguas tranquilas a 
una vclocidad dc 10 km/h cn rclacidn a tierra, y cl viento 
sopla dc tal mancra que la bandera forma un ingulo dc 
120 ’ con cl curso del barco. 

\ 1 

Cuando la vclocidad del barco sc 
incrcmcnta a 20 km/h la 
oricnlacidn dc la bandera respecto 
al curso del barco aumenta a 150*. 
/.Cuil es cl mddulo y direction dc 
la velocidad del viento? 

7 ^ _jm - 

•—^ i _ . 




Solucion: La direccidn de la bandera indica la dircccidn 
del viento cn relacidn a la direccidn del barco. La 
velocidad del viento respecto a tierra, \\./ t , rcsulta dc 
sumar la velocidad del viento respecto al barco, vv//„ 
mas la velocidad del barco respecto a tierra \'b/t - 


v v /r = v v /b + h/t 

_ 
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a hn |lar v r /f cscogcmos tin s.stemn dc referenda fijo ! 
'. „crra. esiondo el eje cn la dircccidn y sentido del 
f " o del barco. Llnmcmos o al .Ingulo que forma cl 
t-ccior v v tb con cl CJC 1 y 0al fin P u, ° ( b'c forma F v/ , con 
, n ,isnu> eje. Podemos cscribir la ccuacidn anterior cn sus 

^mponentcscscalarcs: 

pirecci^n x: »'/»// = v v/b se "( 0-90") + \\. /t co$0 (\) 

Direct*ion y: v v /bCos(Q-9(r)-v x ./,senO (2) 

pg 5 pcjando t' v //> 1° ccuacidn (2) y sustituydndola cn la 

( 1 ) sc obtienc: 

\’l,/t =v \/tl tg(0-9(f jsenO^cosO] ( 3 ) 

Para i'b/t = >0 km/h y p = 120°, dc la Ec. 3 se obtienc: 


10 = v v / t l tg30° senO-*- cosQJ ( 4 ) 

Para \’b/i ~ 20 km/h y 0 = 150°. dc la Ec. 3 sc obticne: 

20 = v v / t ( tg60°sen0+cos0J ( 5 ) 

Despuds de dividir la ccuacidn (5) entre la (4). se despeja 

igB. 


igO- 


1 

tg60 e -2t S 3(r 


I 

VJ-2/Vi 


= *s/3 =5 6- 60 ’ 




La vclocidad del viento. v v/l , sc obtienc finalmente 
sustituyendo 9, en la ecuacidn ( 4 ): 

_ IQkm/h _ 

X/> tg30 0 scn60 0 -cos60° “ 


Besoueata: 

El viento sopla con velocidad 
dc 10 km/h respecto a tierra. a 
un angulo dc 60 s respecto al 
curso del barco. 


£ R“6.15 t No cs Hell encestar la pelota de baloncesto 
corrlendo sobro una patlneta 


* sc sobre una patincta a un 

vcloadad horizontal v, A . = 5 m/s. cuando lanza un 

pelota de baloncesto hneia la ccsta ubicada a una altura 
- O m pur cncima dc sus manos. El nuSdulo dc I 
vcloctdad initial dc la pelota respecto a la estudiantc c 
v .> = 8 m/s y el la desea que la pelota llcgue a la ccsti 

JUM ° cuand0 cn la cuspulc dc su traycctoria. 


a) t A qud ingulo debe lanzar la 
pelota " 1 

b) i,A qud distancia horizontal dc 
la cesta debe lanzar la pelota? 


C *P 6: Clncmillca Relate 
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Solucltn; a) Con rclacirtn a la cstudianlc. la velocidad 
inicial dc la pelota ucnc dns components: 
CP'* = C-P/' 4 v£ /e . La componcnlc vertical coincide 
con la velocidad vertical dc la pelota con rclacidn a la 
cesta i'v. y en la ciispidc sc anula: 

'■h<< n"> : --v.=o 


= fiih = V2(9, 80X2.5) = 7.0m/s 

La coinponentc horizontal dc la velocidad inicial dc la 
pelota "rclativa a la cstudiante" cs: 


= V8.0= - 7.0- = 3,87m/s 

Por lo lanto. cl Angulo dc lanzamiento dc la pelota debe 

scr: 

v^ = 1 0(Ws = 8 , , 

* v rf* 3.87m/s 

1 at 



0 = 61,1° 


b) Con rclacirtn a la ccsla. la pelota viaja con una 
velocidad horizontal: 

«>/r = »>/r + l V/r = 3.87m/s +5.00m/s = 8,87m/s 
El tiempo / que tarda en alcanzar su altura mAxima cs: 

f'.tf-m-o = '~ = S? =0 '7i 4s 


Por lo tanto. la distancia horizontal de la pelota a la ccsta 
debe sen 

d = v p/c t= (8.87 m/s) (0.714 s) = 6,33 m 


PR-6.16. Velocidad relatlva para que don en el bianco 

Dos tanques con canoncs sc aproximan en Ifnea recta con 
vclocidadcs constantcs y siimiltdneamcnte disparan un 
proycclil uno hacia cl otro. 


_ 

_ . . v • . . . .... 



Rubussii 


a) 0=61.1“ 

b) (I = 6,33 it 


La velocidad dc cada proycctil 
con rclacidn al tanque 
corrcspondiente es ?/ y v; 
formando los Angulos con la 
horizontal respeclivos 0 / y fy- 
^CuAI debe ser la velocidad 
relativa entre los tanques para que 
ambos proyectiles hagan impacto 
sobre cl lanque conlrario? 


/drt’Si m/ y u 2 u,n mfWIulos dc las vclocidadcs 
SOlV* ^ J iJCJ . reS pecto al suelo. las components i c y dc 
105 locidadcs imciales dc los proyectiles rcspccto al 
vC - lt fC spectivamcntc: 


ueln 5‘’ n - 


PrnycL - 


ctil l; 


/ , = 14/ + Vf COS 6/ H’/y a VfSenOi 

pniyectd 2 : ”2* = “2 + v 2 cos0 2 "2y = v 2 sen0 2 



Lx, s tiempos dc vuclo respeclivos dc los proyectiles son: 


If = 


2v/sen6/ 


2v 2 sen8 2 


8 8 
y sus aleances honzonlalcs son: 


dl = "lx*! = ( u l +»'/ cos Of) 
d 2 - u ‘ 2 jt 2 ~(U 2 + 1*2 cos Qj ) 


2\’isen0i 
8 

2v2sen0 2 

8 


Durante cl tiempo r/ el tanque 2 sc ha accrcado al tanque 
I una distancia: 


Avi = u 2 tj = 


2u 2 visen 0 / 

8 


Durante cl tiempo t 2 el tanque I se ha accrcado al tanque 
2 una distancia: 

Ar ,=u,i 2= ^miEnSi 

8 

S| l) cs la distancia inicial entre los tanques cn cl 
momentn dc los disparos, la condicidn para que ambos 
proyectiles den cn el bianco cs: 

<h + At 2 = (1 2 + At / = D 

S“ d ° lns «P'«ioncs rcspectivas para cs 
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(u/ + v/ COS0I )2v/sen0/ *■ 2ii2V/jrn0/= 

(u 2 + vj«m 02 )2v;JC/i0: + 2u/V2sen02 

Por lo tanto. la vclocidad rclativa cntrc los tanqucs cs 
11/ ♦ UJ- 

v$sfn20; -\ ]scn20/ 

(11/ + u 2 ) = -*---‘-7"“ 

2(v/sen0/ -v 2 sen0 2 ) 

Con lacondicirtn: v/senOj * v 2 scn0 2 . 


PR-6,17, Minima accrcnmlcnto entre dos carros 

Dos carros viajan en dirccciones perpendicularcs cntrc sf. 
El carro A sc dirigc hacia cl oesic con vclocidad »’* = 60 
km/li y cl carro B sc dingc hacia cl nortc con vclocidad 
Vfl = 90 km/h. 



Solucldn: a) La vclocidad del carro B rclativa al carro A 

cs: 

'B/A = ?B ~ *A 

Del trifingulo rcctdngulo formado por cstos vcctorcs (Fig. 
a) cncontramos: 


fl, *P 


, + ,,^=^£ 1 ^ 0 , 26 , 


En cicrto momcnlo, cuando e i 
carro A pasa por cl crucc dc | A , 
dos carrctcras. cl carro B todavh 
csLi a una distancia = 150 m 
aproximAndo.se a dicho crucc. 

a) <.Cufil cs la vclocidad del carro 
B en relation al carro A? 

b) (.CuSl es la distancia minima dc 
accrcamicnto? 

c) t *. AI cabo dc cuanto tiempo 
cslardn a esa distancia? 


v b/a = + v J = V60,0 2 + 90,0 2 = 108km/h = 30m/s 

= = l => 0 = 33.7* Norcstc 

6 v B 90km/h 3 

b) Si nos situamos cn cl carro A (en reposo) sc verfa pasar 
cl carro B cn la dircccitin del vector \'b/a> segun sc 
ilustra en la fig. b. Para hallar la distancia dc mcnor 
acercamicnto, hacemos pasar una recta por cl punto B. 
que sea paralela a \’b/a >' desde el punto A sc buja una 
perpendicular a dicha recta. 



• i ,ic esia perpendicular AO cs In distancia 

j - df/senO- 150msen33,7"= 83.2m 
g| tiempo para alcanzar csta minima distancia cs: 

J/0 ^/(iSOnd--(83.2m)- _ 125m =4 

t -- 30m/s 30m/s 

vb/A 




Mosca con los dos perros 


) 5 perros van a rapidez consianlc dc 5 m/s, uno hacia el 
D ° S ^En cl rnomento cn que cstSn separados por 200 m. 
una mosca pane desde la nariz de un perro hacia la nariz 
del otro y al tocarlo sc devuelvc instantAneamente hacia 
d otro perro. y asl succsivamentc. 


Dcspucsta: 


a) v b/a - 30m/s, 0 = 33.7*NE 
h) d m = 83.2m 
1 c) r = 4.16s 



$oluci6n: a) La vclocidad dc un perro cn rclacidn al otro 
cs: i'a/b - V ’A + v B - 5 m/s + 5 m/s = 10 m/s. Como 
los perros eslAn inicialmcntc a una distancia d - 200 m. sc 
encontranin al cabo dc un tiempo: 

t = (200 m)/(IO m/s ) = 20 s. 

Durante esc tiempo. la mosca que va y vicnc 
consccutivamentc a 15 m/s habrt recorrido una distancia 
total (15 m/s)(20 s) = 300 m . 

b) El tiempo total de vuclo dc la mosca scrA la suma dc 
Indus los intervalos dc tiempo dc ida y vuclta. Si la mosca 
pane del perro B. cl tiempo 1 / para encontrarsc por 
primera vez con cl perro A cs: 
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U = d//(v A + Vfn ) - (200m)/(5 m/s + 15 m/s) = JJIs 
Kn esc rnomento cl cspacio d 2 que queda cntrc los perros 

d l • fvyt + v B )ti =200m - (5m/s +5m/s)l0s = 100 m 
CiP 6: Clnem &tlca Rclativa - O D. Figueroa 


La mosca viaja a una rapidez de 
15 m/s. 

a) ^CuAl cs la distancia total que 
la mosca recorrc durante sus 
multiples viajcs dc ida y vuelta? 

b) /.CuAntos viajes rcaliza la 
mosca antes dc que quede 
aplastada cntrc las nances de los 
perros? 
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I 

La mosca inmcdiatamcnlc sc dcvuclvc hacia cl pcrro B y 
cl iicmpo f' quc tarda cn cncontrarsc con dstc cs: 

t; - + 'm) = (100m)/<5 m/s 15 m/s) = 55 


Al cabo dc cstc ticmpo cl cspacio d? quc qucda cntrc A y 
B cs: 

dj = d 2 - (\'a + »'/?)': = 100m - (5m/s + 5m/s) 5s = 50 m 

La mosca rcgrcsa hacia cl pcrro A y cl liempo tj quc tarda 
cn cncontrarsc por scgunda vcz con dstc cs: 


. _ (1] 

A ( ~d 2 ~ 9 '" B 



I, = + i m ) = (50m)/(5m/s +I5m/s) = 2^S 


Si continuamos cstc proccso. notamos quc cada intcrvalo 
dc ticmpo rcsulta scr la mitad del anterior. Sumando los 
tiempos parcialcs sc obtienc una progrcsi 6 n gcomdtrica 
cuyo pnmer tdrmino cs 10 y cuya razdn cs 1 / 2 : 



10 

= 10 + — + 


b=o 


10 

—h 

4 


10 



Si considcramos un numcro "infinito'' dc tdrminos. la 
suma dc la scrie infinita es: 


. a j [: n cl marco dc rclcrcncia dc la balsa, cl 
dchc aproximarsc cn Ifnca recta con 


bote 


dc rese 
L .,dnd constantc. 


veloe 11 
^efcciunrc 


Por lo tanto, cl liempo requerido 
rescale no depende dc la vclocidad del rfo 


y r v,cnc dado por: 


d 4a 2 " 
to = — = -; 


b 2 


./gLJ kni) 2 -*-(0.3km ) 2 = 0.5km = Q Q2h = |<2n 
25km/li 25 km/li 

L a proa del bote debe orientarse a un Angulo 0: 


iS 0= 7 = 


0.3km 


b 0.4km 


= 0.75 


0 = 36,9° 



C ) En un marco dc referencia cn la orilla del no. la 
vclocidad v rcsultantc del bote cs: 

V — v'+U 

y las componcntcs cartesianas dc v son: 
v .^ = vcosO-u = (25km/h)cos36.9°-5km/h = I5km/h 
v v = v‘y — v'je«0 = (25km/h)scn36.9°= 15km/h 



•S. = I0[(i)° + 4)' + 4 > 2 - (|) 3 +...] = ■= 20s 


Este resultado coincide con cl obtenido en forma dirccta 
en la parte a. El numcro dc viajes que liene quc haccr la 
mosca rcsulta infinito. Desde Iucgo que, cn una siluacion 
fisica real el numcro de viajes seria finito, ya quc cl 
resultado "matcrndtico" «=« cs consccuencia de 
considerar la mosca como un cucrpo puntual. 


Rcspucsii; 


a) d = 300 m 

b) /i =oo (matenidticamcntc) 


PR-6.19. Al rescate de una balsa a la derlva 


Una persona est 6 cn una balsa a la deriva. la cual cs 
arrastrada rfo abajo. siendo la velocidad del rfo: t/ = 5 
km/h. Un bote de rescate sale cn direccirin a la balsa en el 
momento cn que esta sc encucntra cn una posicidn a 
distancia a = 0.3 km perpendicular a la orilla y a 
distancia b = 0.4 km a lo largo de la orilla. como indica la 
figura. La velocidad maxima del bote con relacirin al rfo 


a) i,Cudl cs cl mcnor ticmpo 
requerido para cfectuar cl rescate? 

b) /.En cudl direccidn 9 con 
rclacirtn a la orilla debe apuntarla 
proa del bote? 

c) /.Cudl serrt dircccidn dc la 
velocidad resultantc del bote con 


es v' = 25 km/h. 
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Porlo tanto. la dircccion dc la velocidad del bote, v, con 
rdacidn a la orilla cstil dada por 


v v _ 15km/h 
v x 15km/h 


0 = 45° 


Respuest a: 


a ) At= 1.2 min 

b) 0 = 36.9° 

c) o = 45° 


PR-6.20. Trayectorla vista por dl/erentcs observadores 


Dos estudiantes A y B estan sobre un vag 6 n quc se 
desplaza hacia la dcrccha cn Ifnca recta sobre ricles a 
vclocidad constantc, u = 10 m/s. 


La estudiantc A lanza una pelola 
hacia cl cstudiante B que est4 en 
cl otro extreme a una distancia d = 



10 m. La pelota sale de las manos 
dc A. a una altura h — 1.5 m y con 
una velocidad inicial con rclacirin 
al vagrin. =M0x'+5y') m/s. 
Determine la trayectoria dc la 
pelota y su vclocidad final cuando 
cs atrapada por B, segtin dos 
observadores: 

a) Un observador sobre el vagon. 

b) Un observador cn cl anden. 


Ca P. 6: Clnemitlca Relative - © D. Figueroa 
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Solucl dn: a) ( 
de In pclom son: 


u: Las coordcnadas 


x'(/) = xo + v'n x r-(W-lOt) m 

y'(t)-yo + vq v / + - at 2 =l,5 + 5i-^(9,8 ); 2 

El vector posicidn dc la pclota cs: 

r'(r) = (10 -10/;.r‘’+( 1.5 + 5/- 4.9 / 2 )v‘ 

Despejando cl tiempo: / = (10-x)/10. y sustituydndolo 
cn y(t), cncontramos que la traycctoria cs una parabola: 


f(x') = l,6+0,48x'-0.049x’ 2 



Tniyectorin cn cl vk>ou 
(parabolic?) 


10 X'(m) 


La pclota llcga a manos dc B para x = 0. cs decir. cn cl 
instantc: / = (10-x*)/10 = Is. En cse momento. la pclota 
cstd a una altura: 

Y'(I) = 1,5 + 5fl)--(9.8)fl ) 2 = 1, 6 m 
2 

La vclocidad dc llcgada dc la pclota cs: 
v x = vq x = - 1 Om/s 

v'y = v'oy -gi = 5m/s-9, 8 m/s 2 (Is) = -4, 8 m/s 
v*=-<10i*+4,8y , )m/s 

b) Obser\'adnr en el an den: La componcntc x dc la 
vclocidad dc la pclota cs: v x - \'o x + n = -10x +1 Ox = 0, 
y la pclota pcrmanecc en la posicidn x = d = 10m. La 
coordcnada y cs: 

y( 0 = y 0 + voy* +1 a / 2 = 1.5+5/ - ^ (9,8 )/ 2 

La pclota estd rcstringida a moversc cn cl eje y 
(irayectoria rectil(nea) y cl vector posicidn cs: 


y(m) 

d 


r(t)= I Ox (I ,5 5/ - 4.9r 2 )y 


Traycctoria cn cl miden , 

(rtctilinca) i 


ti 


», VO 


10 x(m) 


vclocidad final cuando llcga a las manos dc B cs: 
v - Vflv ~gt- 5 m/s-9.8m/s 2 (Is) = -4,8m/s 


pP-6.21. Personas que ven el avion a dlstlntos Angulos 

s carros A y B tnarchan con la misma rapidez: u = 80 


Dos 

km/h. 


.anales paralclos 


dircccioncs opuestas cn una vfa recta por 



Rcspucata; 


a) Observadnr cn cl vagrtn: 
r/r> = < 10 - 10 /ii* 

•*/l.5 1 -5/-4,9 / 2 )y' (parabola) 
v'= -(I0x'+4.8y')m/s 
b> Observ adnr cn cl andln: 
r(r) - lOx + f |.5 + 5/- 4,9 / 2 )y 
(rcctilfnca). v=-4,8v m/s 


- X 

SFVjM. A 




B 

' 


Por encima dc los carros pasa una 
avioncta y csto ocurrc al 
mediodfa. Una persona desdc cl 
carro A observa que la sombra dc 
la avioncta cruza la vfa a un 
dngulo recto, mientras que otra 
persona desde B observa que la 
sombra de la avioncta cruza a un 
dngulo dc 37\ 

a) <-,A que dngulo ftruza la 
sombra dc la avioneta. segun lo 
observa una tercera persona que 
esta fija en cl suclo? 

b) (i Cual cs la rapidez dc la 
avioncta respecto al suclo? 


SolUCldn: Scan los siguientes vcctorcs velocidad: 


4- 




= vclocidad dc la avioncta respecto al suclo. 

= v clocidad de la avioncta respecto al observadnr A 
tB ~ vcloc| dad de la avioncta respecto al observador B 


U vclocidad v " dc ,a avioneta respecto al suclo cs la suma 
h , l vc ' oc,dad dc ,a avioncta respecto al observador mis 
la del observador respecto al suclo: 


1 = v A 4- u 


y v = vfl - ii 


wJr* vcclores csl ** n representadas por los 

dos tridiHH,l?° Strai li 0S C> ' la r,i?wra calet0 comun a los 
Iv* I cstd dado por 
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I va \= utg9 = 2utg3T 

dc aquf sc deduce que: 

/g0 = 2/g37° = 0 = 56.4° 

A pnrtir del triAngulo dc vcctorcs corrcspondicnlcs al 
carro A. cnconiramns la vclocidad dc la avioncta: 


u _ 80.0km/h 
cos 9 cos 56.4° 


= 145km/h 


PR-6.22. Un trayccto nodando y el otro corrlendo 
Un csludiantc csta cn cl punio A dc la orilla dc un rfo dc Vamos a supnner que c | 



ancho d = 0.50 km y quicrc llcgar al punto B ubicado 
dircctamcntc cnfrcntc. cn la otra orilla. 



nadar a una vclocidad resliea'^ 
v t/r = 3 km /h. /'punj! 
corrcr por la orilla a la velocidad- 
v c - 5 km/h. La vclocidad del nn 
cs: v r = 2 km/li. 
a) Determine la trayectoria quc 
debe seguir cl csludiantc (nadando 
y corricndo) para llcgar a B cn el 
, mcnor tiempo posiblc. 

Ls£i b) j.Cuanlo tiempo tarda cn llegar 
1 aB? 


Solucion: a) El csludiantc debe nadar contra la corricntc 
a un Angulo 9, para que su velocidad v e rcsultantc 
rcspccto a la orilla quedc formando un Angulo 0 y asf nadc 
cl trayccto dc A a C: 

( Vg cost} = Vg/r cos6- v r 

VgSenp = Vg/ r sen6 


Dividiendo cstas dos ccuacioncs sc obtienc: 

_ ^_Vg /r cos6-v r 

cot g<*> = -— 

Vg/gSenO 

La distancia que debe corrcr a lo largo dc la orilla cs: 

,Vg /r cosQ-v r 


CB = dctg<t> = (1- 


v,/ r scn0 



EIM e.nP<" :m ' ,lc “ d< ’ Cn,Ca ' rTCrli,CS ' 

CB d^ ^ e/rCosO-v r 0,5 ^ 3rojQ- 2 

v r v,/ r sen0 5 3srn0 

cos 0-2/3 
tCli ” lO.tenO 

r vc quc. cn csta luncirtn cl tiempo rcsulta positivo 
°r, C para Angulos: cos0> 2/3 o sea. 0 < 48.2°. Para lomar 
S ° cuenta la posibilidad dc ndmitir valorcs 0>48.2°. cs 
C ^ccsario quc considcrcmos cl m 6 dulo dc la funcidn: 

\cosO-2J3 1 
iCB " IOJCH0 

El tiempo quc Ic toma nadar cl trayccto AC = d/senp. cs: 

AC_ d d 0,5 

‘ AC \’g sen d\< e Vg /r sen0 3sen9 

El tiempo total quc tarda nadando y luego corricndo cs: 

. , . 0.5 \cosO-2J3\ 

t AD='AC + 'CB= + ——-— 

3 sen 9 1Ojc/z0 

Supongamos cl caso: cosB>2J3 (o 0< 48.2°). la funcidn 
queda: 

, AflW= -2j_ + ££i fl - 2/ 3 = l±££lg 

3sen0 WsenO l Oven 0 

Esta funcirtn la dcscartamos porque continuamcntc 
decrccc desde = « hasta = 0 . 1 . 

Consideremos ahora el caso: crw0<2/3 (o 0>48.2°), la 
funcibn queda: 


h\B = 


0*5 + 2/3 - cos9 _ 7 - 3coj0 
3sen9 1Ojc/i 0 ~ 3Ojen0 


Para hallar cl valor dc 0 quc minimize csta funcion. la 
dcrivamos e igualamos a ccro: 

T„ , M ,0) =4,Izl££££, = = 0 

^ <10 30sen0 30scn 2 9 

cos9= 3/7 => 0 = 64.6° = 1,13 rad 

h ) El tiempo mfnitno cs: 


1m (boras) 



0.5 1.0 1.5 2.0 

0 (rad) 


flegpt/egffl; 


a) 0 = 64.6° 

h)f>\fl(miwj = 0.211 horas 
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PR-6,23, Persecucldn mutua de tres torlugas 

Tres tortugas sc cncucntran cn las csquinas de un 
tningulo cquildtcrn dc lado a - 6 m Las (ortugas 
empiczan a andar simulrfncamentc con una vclocidad dc 
magmtud constanic. v = 0.5 m/min. Todo cl ticmpo, la 
pnmcra tortuga sc dirigc a la scgunda, la scgunda a la 
icrccra y la terccra a la pnmcra. 

a) ^Sc encontrarfn las tortugas? 

b) /.Si sc cncucntran. dcspuds dc cuAnto ticmpo ocurrc 
csto? 


Solucidn: a) Dcbido a la simctria dc la situacitfn, en 
cualquier instantc las tortugas cstarfn en los vertices dc 
un triinculo cquildtero cuyo lado dccrccc todo cl ticmpo y 
por lo tanto. las ires sc encontrarfn al cabo dc un ticmpo. 
cn cl ccntro del tridngulo inicial. 

b) Mctodo 1 : La velocidad dc cada tortuga puede 
dcscomponcrse cn una vclocidad radial dirigida al ccntro 
O y una vclocidad perpendicular a la radial. La 
componenie radial de aproximacidn hacia cl ccntro cs: 

v r = i 'cos30°- vs/3/2. 

Inicialmentc cada tortuga cstaba a una distancia d del 
ccntro del trrfngulo: 

d=a/2cosi(f= a/4i. 

Por lo tanto, las tortugas sc encontrarfn en esc punto en 
un tiempo: 

( = ^ = £ A/3 = 2 £ = 2 f _6m_ > = 8min 
v r v-s/3/2 3v 3 0,5m/min 

Mctodo 2 : La componenie dc la vclocidad dc la tonuga 2 
en direccidn hacia la tortuga 1 cs: vcrw60°= v/2. Por lo 
tanto. las tortugas se accrcan con una vclocidad rclativa: 

v /2 = v + v/2 = 3v/2 

Y se encontrarfn al cabo dc un tiempo: 

/ «-£L._2_ = 2£ = 2f—52L^) = 8min 
v /2 3v/2 3 v 3 0,5m/min 




Respveit* 


/ = Z(£) = 8min 
3 v 


su perro esrfn cn una accra separados 
-■ial'ntenic por una dislancia O = 30 m. 



c 0 iucj6ni Cuando cl nino se ha dcsplazado en Ifnea 
^^jc^dc A hasta A’, el perro sc habrf movido cn un 
[ramo curvo desde B hasta B\ En esc instante la 
vclocidad v p del perro apunta hacia el nino y forma un 
ingulo 6 con la velocidad v„ del nino. Por lo tanto. el 
perro converge hacia el nino con una rapidez: 


Al cabo dc un ticmpo T, el perro alcanzarf al nifto y 
habrd recomdo la longitud inicial D: 

D= J = j Jv p -v n cos0)dt 

En ese mismo tiempo T la distancia que rccorre cl perro 
cn dircccidn "perpendicular" a la acera serf igual a la 
recorrida por el nifto: 


.v = v„r= J (v p cosG)dt = v p f 
J 0 * J / 


T 

cosOdt 

0 
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Sustituycndo cslc resultado en la primera ccuacidn sc 
obtiene: 

D = v p \dl-v„\cos&lt = v p T-v,(^L) 

V P 

Por lo tamo, cl ticmpo T buscado cs: 

T = -1cE - (l,SUin/s)(30.0m> 

v n~ v i (l.50m/s)J-(l,oom/s)2 _36,0s 

C *P- Clnemitlca Relative - C D. Figueroa 


El nino hace seftas al perro para 
que lo siga y luego empieza a 
cruzar la callc, pcrpcndicularmcntc 
a la accra. con una rapidez 
constante v„ = 1 m/s. El perro 
respondc caminando siempre cn 
dircccirtn "hacia el nifto" con una 
rapidez constante v p = 1.5 m/s. El 
perro logra alcanzar al nifto antes 
dc que 6ste llcguc a la accra dc 
enfrente, /.al cabo dc cudnto 
ticmpo lo alcanzarf? 



Respuesta: 


T = -jt—j ~ 36,0 s 
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VERIFICA TU 


99 MPRENsjq n 


PE- 6.01 . iQu6 trayectorla observard el plloto? 


Unn avioncln vucln horizontal mentc cn linca recta y deja 
cacr un paquctc contcnicndo provisioncs. 



(n) (b) (c) (d) 

/ ,•' 

"---:-- 


(c) 



modificar su vclocidad E n .° & 
cinco traycctorias indicadas ? ‘ 
observarfa el pilot 0 ? : ’ tCl 


(a) * (b) * < c >- (d). (c) 

Sc dcsprccia cl cfccto dc u 
resistcncia del airc a 


RE: 6 ,Q2- £Qu 6 trayectorla ae observant desdc tlerra? 

% 

Considerondo In situucii'm dcscrita en In prcgunla anterior, 
i*cuAI serfu la trayccloriu del paquctc que observarfa una 
persona cn tierra? 


a) lu a b) la b c) la c d) la d c) la c 


PE-6.03 , iDdndc coord la pelota? 


On una dc nucsiros dcmostracioncs favoritas dc ffsica 1, 
sc utiliza un trcncito que ticnc un disposilivo disparador 
uccionado por un rcsorte coinprimido por una pelota. El 
trcncito sc mueve a vclocidad constanlc a lo largo dc una 
pista horizontal recta sin friccidn. En un momento dado, y 
justo antes de entrar cn un corlo tuncl, se libera cl rcsorte, 
disparando lu pelota verticalmcnte hacia arriba. 


La pelota nlcan/a cicrta ultura y al 
descender. 

a) caerd de nuevo cn cl tren 

b) cacrd dclante del tren 

c) caerd detrds del tren 


c 


d) todo depende del valor dc g. 
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p P-6.05 . Un buen 


observador 


Un cstudiantc viaja en una camioncta que sc desplaza 
honiontalmcnte a vclocidad constantc. Estd caycndo una 
Huvia sin viento. y cl observa que las gotas dejan cn los 
vidrios lateralcs, trazas a un dngulo dc 36,9* con la 
vertical. 



E E"6tQ6 * Cruiando el rlo en el menor tlempo posit 

Un es,ud '»"'=. remando una canoa, dcsca Me, 
cualquicr punlo dc la orilla opucsia dc un rio cmpli 
< menor lumpo posiblc. El csludianle puede remar 
pi « dc | m / s cn a j, uas trunquilas y cl rfc 
"," “ 2 "' /s - ‘ A < l u<5 0 con rcspccu 

k d'hcoriemar la proa dc la canoa? 

' fe3 ° h) fc37 ‘ c) 0=4.V d) 0=60' c)( 


M-ilv.c D. Figueroa 


Cuando uno dc los perros sc 
dcvuclvc y cs perseguido por cl 
otro, la vclocidad rclativa cs I 
m/s. Scgiin un observador cn 
tierra, £Cudlcs podrfan scr Ins 
velocidndes de los perros? 


a) v A = I m/s y v R = 3 m/s 

b) v A = 1 m/s y \ D = 4 m/s 

c) v A = 2 m/s y i'/| = 3 m/s 

d) = 2 m/s y v/j = 4 m/s 

c) i’,* = 3 m/s y I # = 4 m/s 


El cstudiantc lambidn observa (jue 
el velocfmetro de lu camioncta 
indica 36 km/h (10 m/s), 
inmediatamente saea cucntas y 
concluye que la vclocidad dc 
cafda dc las gotas respcclo a tierra 
cs. 

a) 6.00 m/s. 

b) 7.50 m/s. 

c) 8,00 m/s, 

d) 16,6 m/s 

c) 13.3 m/s 
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PE-6.07, Distancia entre orlflclos de las balas 

Dos avioncs viajnn cn Ifneas pnrnlclas aproximdndosc uno 
al otro con igual velocidad dc 120 m / s (respccto a uerra). 
En cl momento cn que sc cncucntrnn lado a lado. desde 
uno dc Ins avioncs disparan pcrpcndicularmcnte bacia el 
otro. una rdfaga dc amctralladora a raz6n de 32 disparos 
por segundo. <A qud distancia quedardn los orifictos dc 
las balas? 

''V -- 

a) 3.75 m. b)5.0m. c)7.5m. d)IO.Om. c) 15.0m, 


PE-6.08, iCu6nto tiempo tardard la paloma mensajera? 

Cuando no sopla viento. una paloma mensajera viajando a 
rapidez constantc. rcaliza normalmcntc cn dos boras cl 
trayecto completo dc ida y vuclta entre dos ciudades A y 
B. separndas por una distancia de 50 km. Un cierto dfa 
cst/i soplando un viento desde A hasta B con una rapidez 
dc 10 km/li. ;,En cudnto tiempo cubrird la paloma el viaje ; 
completo de ida y vuclta? 


a) 0.48 boras b) 1.0 bora c)1.6horas 

d) 2.08 horas c) 2.5 boras 


PE-6.09. Remando vs. corrlendo: tqulin gana? 


Dos estudiantes rcalizun una carrcra. de ’ida y vuclta 
entre dos lugarcs a lo lurgo dc un rfo. Un cstudiante corrc 
por la orilla. a la misma rapidez. con respccto al suelo que 
la del cstudiante remando una canoa con respccto al agua. 

La corrientc del rfo fluye de A a D 
con rapidez constantc. ^Quidn 
gana la compelencia? 

a) gana el que corrc 

b) gana cl que rema 

c) cm pa tan la camera 


• Suponga cuerpos puntuales > 
que. en cl punto de rctorno a 
ambos compelidorcs le tonu un 
tiempo dcspreciable cn invemr 


sus vclocidadcs. 

1 T& 

_ 
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Un*> 


balsa 


Movlmlento sobrc unn balsa an movlmlento 
forma cuadrada cs arrostrada por un rfo a 


dc 


velocf 


-idaJ consume 


Unn tortuguila que cstrt cn la balsa, 


brc sus hordes con igual rapide/.. rcspccio a dsta 




/.Cufil scrA la iraycctorin vista 
desde In orilla del rfo. cuando la 
tortuguila da unn vuclta complete 
a In balsa, paniendo del origen O? 




El rfo fluye a rapidez conslanlc de 0.4 m/s y una 
cstudiante nada. corrientc abajo una distancia de 600 m cn 
10 minutos. Si la cstudiante sc devuelve corrientc arriba 
con la misma rapidez con respccto al rfo, i^udnto tiempo 
le toma el viajc dc regreso al punto dc partida? 

a) 60 minutos. b) 50 minutos. c) 40 minutos, 

d) 30 minutos. c) 20 minutos 



PE-6.12 . Gotas de lluvla scgiin dos observations 

En un dfa lluvioso. un pasajero va cn un autobus que sc 
desplaza u vclocidad constanlc y observe que las gotas dc 
Huvia cacn verticalmcntc. Dc acucrdo a un observador 
*l uc estA cn reposo cn la callc... 

a ) Las gotas caen verticalmcntc 

b) No sopla viento 

^ienu aUI °^ lls vu cn m * sn,a dircccirin cn que sopla cl 
1 El autobus va cn dircccirtn contraria al viento. 


C#/X 6: c,ne{ ni tlca Relatlva - © 
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bibuografia recomendada 


PE-6.13 . Clnco hormlgas van hncla una cucarocha 


Cinco hormigas cstdn imcialmcnic cn las csquinas dc 
pcntrtgonn. cn cuyo centro hay una cucaracha mucna. 



PE-6.14 .jjCuil de los salvavidas esti mas accesfble? 


H.i.u UdU consianic v 
J.rcccanalccmrodelpcn,, 

El iliagnima dc vectores mos , 
a la dcrccha dcbc corrc sponii ; 
las vclocidadcs dc | as 
hormlgas. scgun cl maic °' 
referenda dc la hormiga.... 


a) A. b) B, c) C. 


d >&. c) E 


Una persona cstfl sicndo arrastrada por un rio junto con 
dos salvavidas que flotan a tgual distancia de 5 metros a 
enda lado cn cl sentido dc la comcnte. 


6 A cudl dc los dos salvavidaj 
puede llcgar nadando cn al mcnor 
liempo? 



a) Al salvavidas A. 

b) Al salvavidas B. 

c) Igual tiempo para ambos. 


CAP. 6: RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS 



a 

b 

c 

d 

i* 

6.01 



J 



6.03 

J 





6.05 





✓ 

6.07 



J 



6.09 

J 





6.11 


✓ 




6.13 


✓ 
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J 

6.04 
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6.06 





6.06 
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6.10 




J 

_ 

6.12 



J 



6.14 
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ECUACIONES FUNDAMENTALES 


' V 


Vcctorcs 

A - /\|.i + A V v + A ; : 


.A = yj A; + a7 + A? 


Cinematics Rcctilinea 
Vc loci dad: v-dx/ dt 
Acclcracitin: a = dv / dl 


Movimicnto cn 2D y 3D^ 
Vector posici 6 n: T = xx + yy + zz 
Vclocidad: v = dr/dt 

v = i*j|i+v v y + »’.£ 

Acclcracidn: d = dv/dt 


A+- B -(.'Vi + B x + (A v + By )y + [ A. + p 
A • B = A Rem 0 A • B = A t B x + A > .fl > + ^ fi 
IA x fl t ABsent) 


A x R = 


.r 

y £ 



A > 

A. 

Ax 

Ay A. 

A • R X c = 

Bx 

B > 

B. 

B x 

By B : 


Cx 

i 

C. 


Para a - cons tan tc 
v = v’o + nr 




a = conslante 


vf/J = vo + 2 f 


= + yQt+~at 2 


Proycctilcs: 


l \i =v jr0 Vy - V* v o £f ^ = Vj[ 0 / )’ = v yO t ~~gt 2 

Tiempo dc vuclo: t = 2v 0 senO/g 

Alcancc hori/ontal: R = vfisen29/g 

Altura mdxima: // = v 2 scn 2 0/2g 


Movimicnto circular 
Vclocidad angular: £ o-dO/dt 
Accleracidn angular: a = dto/dt 
Vclocidad lineal y angular v = ra) 

Acclcracidn radial: 

a r = 0 ) 2 r = v 2 /r 

Acclcracidn tangcncial: a t =ar 


Para: at =cnnstante 


a) = (Do + ca 0 = 0 u t + (OQt+-^at 2 

co = to 2 + 2aA0 


Trayccloria curva cn general 


«, =- 


d lv~l 
dt 


Cinemdtien Relativa 

rp/A=rp/B + b/A 
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vp/A = vp/B + V B/A 
apt A - apt a + a ll/A 
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ENFOQUE METODOLOGICO 


1) Principios Fundamentales: Teorfa expuesta en forma clara 
y concisa, tratando de destacar los conceptos basicos y las 
leyes generales. 

2) Problemas Resuelios: Selection de problemas que cubren 
una amplia variedad de aplicaciones, tanto en ciencias e 
ingenierfa como en situaciones de la vida diaria, con el objeto 
de ilustrar y concretar cada uno de los aspectos teoricos. 

3) Verified tu Comprension: Preguntas expresadas en forma 
de election multiple, para que compruebes tu comprension de 
los temas abordados y al niismo tiempo, ayude a desarrollar 
tu intuition y sentido fisico. 









































